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Resumo

A Teoria da Relatividade Especial conduz a dois resultados, considerados incompreensiveis por varios
renomados fisicos, que sao a dilatagdo do tempo e a denominada contragédo espacial de Lorentz. A solugéo
desses paradoxos me conduziu ao desenvolvimento da Relatividade Ondulatéria onde a variagado temporal
é devida a diferenga nos percursos de propagacao da luz e o espaco é constante entre os observadores.

Da analise do desenvolvimento da Relatividade Ondulatéria podemos sintetizar as seguintes conclusdes:
-é uma teoria com principios totalmente fisicos,

-as transformacdes sao lineares,

-matem intactos os principios Euclidianos,

-considera a transformacgao de Galileu distinta em cada referencial,

-une a velocidade da luz e o tempo em um unico fenémeno,

-desenvolve uma translagao real entre os referenciais.

A Relatividade Ondulatéria (RO) fornece um conjunto de transformagbes entre dois referenciais em
movimento relativo uniforme, diferentes das obtidas com as transformagdes de Lorents, para: Espago

(x,y,2), Tempo (t), Velocidade (u ), Aceleragdo (a ), Energia ( E ), Momento ( p ), Forga (17“), Campo elétrico
(E ), Campo magnético (E ), Frequéncia da luz ( y ), Corrente Elétrica (j) e Densidade de Carga Elétrica (
p)

Tanto a Relatividade ondulatdria quanto a Relatividade Especial de Albert Einstein explicam, a experiéncia
de Michel-Morley, o efeito Doppler longitudinal e transversal e fornecem férmulas exatamente idénticas
para:

. . v / v’
Aberragado do zénite = tango. =—/,|1 -
c c

, , C 1
Formula de Fresnel = ¢'=—+v(I—— ).
n n

2
/ u
Massa (m) com velocidade (u ) = [massa de repouso ( m0 )]/ .|/ -—— .
c

Energia = E = m.c’ .

. mo.u
Momento = p = =
u
I=—5
c

Relagéo entre Momento (p) e Energia (E) = E = c.w/moz.c2 + p2 :
- - T A
Relag&o entre os Campos Elétrico ( £') e Magnético (B) = B=—xE.
c

— v
Formula de Biot-Savart = B = o
27R

u
2

X c
Equagao da onda de Louis De Broglie :w(x,ﬂza.sen{&ry[t——ﬂ onde u=—-.
u v

Com as equacgdes de transformacdes entre dois referenciais da RO, obtém-se a invaridncia de forma para
as equagobes de Maxwell, seguintes:

—

= divE = ﬁ; = divE = 0. = divB = 0. = RotE = %
€0

— - E — E
= RotB = po.j+ so.,uo.%;: RotB = 80./10.%.
t 4
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Relatividade Ondulatoéria

§1 Transformacgodes para Espago e Tempo
A Relatividade Ondulatéria (RO) mantém o principio da relatividade (a) e o principio da Constancia da
velocidade da luz (b), exatamente iguais a Teoria da Relatividade Especial (TRE), que Albert Einstein assim
definiu:
a) As leis segundo as quais se modificam os estados dos sistemas fisicos sdo as mesmas, quer sejam
referidas a um determinado sistema de coordenadas, quer o sejam a qualquer outro que tenha movimento
de translacao uniforme em relagao ao primeiro.
b) Qualquer raio de luz move-se no sistema de coordenadas “em repouso” com velocidade determinada c,
que € a mesma, quer esse raio seja emitido por um corpo em repouso, quer o seja por um corpo em
movimento (que explica a experiéncia de Michel-Morley).
Imaginemos inicialmente dois observadores O e O’ (no vacuo), movendo-se um em relagdo ao outro em
movimento uniforme de translagao, isto €, os observadores ndo giram relativamente um ao outro. Assim o
Observador O, solidario aos eixos x, y e z de um sistema de coordenadas Cartesianas retangulares, vé o
observador O’ mover-se com velocidade v, no sentido positivo do eixo x, com os respectivos eixos paralelos
e deslizando ao longo do eixo x, enquanto que O’, solidario aos eixos X', y e Z de um sistema de
coordenadas Cartesianas retangulares, v& O mover-se com velocidade —v’, no sentido negativo do eixo x’,
com os respectivos eixos paralelos e deslizando ao longo do eixo x’. O observador O mede o tempo t e o
observador O’ mede o tempo t’ (t # t'). Admitamos que, ambos os observadores acertem seus relégios de
modo que, quando ocorrer a coincidéncia das origens dos sistemas de coordenadas t = t' = zero.
No instante que t = t' = 0, um raio de luz é projetado a partir da origem comum aos dois observadores.
Decorrido o intervalo de tempo t o observador O notara que seu raio de luz atingiu simultaneamente com o
de O’ o ponto A de coordenadas (x,y,z) com velocidade ¢ e que a origem do sistema do observador O’
percorreu a distancia v t ao longo do sentido positivo do eixo x , concluindo que:
x2+y2+22—02t2=0 1.1
X =x-vt 1.2
Semelhantemente, decorrido o intervalo de tempo t' o observador O’ notara que seu raio de luz atingiu
simultaneamente com o de O o ponto A de coordenadas (x',y’,z’) com velocidade ¢ e que a origem do
sistema do observador O percorreu a distancia v’ t' ao longo do sentido negativo do eixo x’, concluindo que:
X’2+y’2+z'2—02t'2=0 13
x=x+Vvt. 14
Igualando 1.1 com 1.3 temos
x2+y2+22—02t2=x’2+y’2+z’2—czt’2. 15
Devido a simetriay =y e z = Z', que simplificam 1.5 em
X —c? P =x?-ct2 1.6

Para o observador O x’ = x — v t (1.2) que aplicado em 1.6 fornece

x* —c? = (x — v t)* = ¢® t”* de onde:

, v 2w
t=t 1+—2——2. 1.7
c ct

Para o observador O’ x = X’ + v’ t’ (1.4) que aplicado em 1.6 fornece

(x + Vvt —c?t? =x?-c?t? de onde:
o ﬁ 2v'x'
t=t|1+—+— 1.8
c ct'
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Quadro |, transformagbes para o espago e tempo

X=x—-vt 1.2 x=xX+v{t 1.4
Y=y 1.2.1 Y=Y 1.4.1
zZ=z 1.2.2 z=27 14.2
2 2
ve o 2wx v 2v'x!
'=t 1+—2——2 1.7 t=t' 1+—2 5 1.8
c ct c ct

Do sistema de equagdes formado por 1.2 e 1.4 encontramos
vt=Vv'tou |v|t = |v'|t' (considerando t>o0 e t'>0) 1.9
0 que demonstra a invariancia do espago na relatividade ondulatéria.

Do sistema de equagdes formado por 1.7 e 1.8 encontramos

v 2wx vio2v'x!
1+—2——2. 1+—2+T=1. 1.10

c” ¢t c c’t

Seem 1.2 x' =0 entdo x = v t, que aplicadas em 1.10 fornece,

2 12

Y v

\/1——2\/14'—2 =1. 1.1
c c

Seem 1.10x =cte x =ct entdo

(J—Xj.(ulj:]. 112
C C

Para o observador O, o principio da Constancia da velocidade da luz, garante que as componentes ux, uy e
uz da velocidade da luz, também s&o constantes ao longo de seus eixos, por isso

UX,—=—=uy,—=—=1uz 1.13

x_dx oy _dy z dz
cd o a U w

€ com isso podemos escrever

vi o 2wx v 2vux
I+ —=-—=/1+—-— ) 1.14

¢ttt c? c?

Com a utilizagdo de 1.7 e 1.9 e 1.14 podemos escrever

|V| t v 2ux v 2vux
It | R a1 i : 1.15

¢t it c? c?

Diferenciando 1.9 com v e v’ constantes, ou seja, somente o tempo variando temos

v dt'
e =yl ou 11— 9" 116
|v'| dt
2 2
v / v 2vux / v 2vux
masde1.15u: I+——— entdo dt'=dt,[1+————. 1.17
|v’| c c c c
|v| t , . .
Sendo v e Vv’ constantes as razdes ﬂ e — em 1.15 também devem ser constantes, por isso o diferencial
v t
vi o 2ux ) x dx . ,
de 1+—2——2 deve ser igual a zero, de onde deduz-se — = ; =ux, que é exatamente igual a 1.13.
c ct ¢ t
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Para o observador O’, o principio da Constancia da velocidade da luz, garante que as componentes, u’x’,
u'y’ e u’z’ da velocidade da luz, também s&o constantes ao longo de seus eixos, por isso

xodx' Y ady z' dz
_:_:ux’_:—:uy’—:—:uz 118
t'dt ' dr ' dr

€ com isso podemos escrever,

v|2 2v|xv v|2 2V' ' v
I+ —+—F—=l+—F+—7F—. 1.19
c c’t c c
Com a utilizagdo de 1.8, 1.9 e 1.19 podemos escrever
v ¢ v 20y v 20y
== 1+_2+ ;= 1+_2+ —. 1.20
|v| t c c’t c c

Diferenciando 1.9 com Vv’ e v constantes, ou seja, somente o tempo variando temos

vidr—|pideou 11— 9L 121
|v| dr'

|V'| vv2 2v'u'x' ) ' v12 2\/" ' |
mas de 1.20 | | 1+— —+ -— entéo dt =dt 1+—2+ —. 1.22
V

c c c c

vl ot
Sendo V' e v constante as razdes |— e — em 1.20 também deve ser constante, por isso o diferencial de
U

12 (] ' '

v

; . X X . .
1+_2+T deve ser igual a zero, de onde se deduz —=——= u'x', que é exatamente igual a 1.18.

c ct ' dr

Substituindo 1.14 e 1.19 em 1.10 obtemos,

v Qvux Vi 2v'u'x!
1+—2— —. 1+—2+ — =1 1.23
c c c c

Para o observador O, o vetor posi¢do do ponto A de coordenadas (x,y,z) €
R= xz+y]+zk 1.24

e o vetor posicdo da origem do sistema do observador O’ é
Ro'=vti +0j +0k = Ro'=vti . 1.25

Para o observador O’, o vetor posi¢cao do ponto A de coordenadas (x,y’,Z’) é

R'zx';+y'j+z'/€, 1.26
e o vetor posicdo da origem do sistema do observador O é

Ro=—v{t'i+0j+0k = Ro=—-v'1"i. 1.27
Devido a 1.9, 1.25 e 1.27 temos, Ro'=—R'0. 1.28

Como 1.24 é igual a 1.25 mais 1.26 temos

R=Ro+R'= R'=R—Ro'. 1.29
Aplicando 1.28 em 1.29 temos, R = R'—R'o . 1.30
Para o observador O o vetor velocidade da origem do sistema do observador O’ é

Dt

~ o e - g — s
v=7=v1+0]+0k:>v=vz. 1.31
t
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Para o observador O’ o vetor velocidade da origem do sistema do observador O é

- dﬁ'o - - - - -
V'= =i 4+0j+0k=>v'=—" . 1.32
dt'
De 1.15, 1.20, 1.31 e 1.32 encontramos as seguintes relagdes entre ve V'
7= Y 133
v|2 2\/' ' |
l+—+—7—
c c
F'= v _ 1.34
2vux
1+ 2 2
c c

Observagéao: no quadro | as formulas 1.2, 1.2.1 e 1.2.2 sdo os componentes do vetor 1.29 e as férmulas 1.4,
1.4.1 e 1.4.2 sdo os componentes do vetor 1.30.

§2 Lei das Transformagdes das Velocidades i e '

Diferenciando 1.29 e dividindo por 1.17 temos

R' dR —dRo' u-—v 2.1
/ 2vux 2vux vK
2 C2
Diferenciando 1.30 e d|V|d|ndo por 1.22 temos
dR dR'-dR'o _ ' i'—v'
—= >u= = i 2.2
dt v 2v'u'x! v 2vu'x' VK
c c c c
Quadro 2, lei das transformagées das velocidades u e u’
ﬁ,_ﬁ—ﬁ 21 ﬁ_ﬁ'—V' -
VK ' NS '
U= ux—v 03 ux_u'x’+v' 04
VK ' VK' '
Vo Uy u'y'
uy= 2.3.1 uy = 2.4.1
VK VK
wz'=—= 232 uz = wz 242
K . . \/F . .
v _ M 115 | = id 1.20
VK VK
2 2
v 2vux v 2v'u'x!
JK = 1+_2_ > 2.5 «/K':\/1+_2+ : 2.6
c c c c
Multiplicando 2.1 por si mesma temos:
0 Qvux
uy I+ ———
u'= u “_ 2.7
v 2vux
I+ =
c c

Se em 2.7 fizermos u = ¢ entdo u’ = ¢ conforme exige o principio da constancia da velocidade da luz.
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Multiplicando 2.2 por si mesma temos:

2
V'
u'\/1+'2+
u

V|2 ' x'
I+—+—
C C

2v|ll

u12

u=

2.8

Se em 2.8 fizermos u’ = ¢ entdo u = ¢ conforme exige o principio da constancia da velocidade da luz.

, - c—v
Se em 2.3 fizermos ux = ¢ entdo u'x'=
v:i o 2ve
I+ -5
c c
velocidade da luz.
i . . c+V'
Se em 2.4 fizermos u'x’ = ¢ entdo ux = ;
V' 2V'c
I+—+—
c c

velocidade da luz.

Remodelando 2.7 e 2.8 temos:

u
Vi 2v'u'x! c?
1+—2+ — = )
c c u?
==
c

=c conforme exige o principio da constancia da

= ¢ conforme exige o principio da constancia da

29

2.10

As relagdes diretas entre os tempos e as velocidades de dois pontos no espago, podem ser obtidas, com as

igualdades u'=0=u'x'=

fornecem
V
+__
vz
T2
c
de=dr 147 220 g
c c " ﬁ
2
= V] == V]
v!2 2V'0 v/2
I+—+ . 1+ =
v = |;’| = |v|= v :
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Aberracao do zénite.

Para o observador O’ solidario com a estrela, u'x’ = 0, Uy = c e u'z = 0, e para o observador O solidario
com a Terra temos do conjunto 2.3

2
_ u v
0= wzc 14 —Sux=v,c=—>t :>uy=q/1——,u2=0,
J4V__2vux v 2w c
CZ CZ ]+7—72
c c
2

2
/ Y
u= \/u)c2 +uy2 +uz’ = [vi+|c 1——2 +0% =¢ exatamente como prevé o principio da relatividade
c

Para o observador O a luz se propaga em uma diregdo que faz um angulo com o eixo y vertical dado por

ux v v/c
tango = — = = 2,15

uy v? \/ v?
Cull—— 1——
\/ c’ c’

que é a férmula de aberracao do Zénite na relatividade especial.

Se invertéssemos os observadores obteriamos do conjunto 2.4

u'x'+v' u" V(2
0= =Su'x'=-v',c= - Y =>uy'=c ]——2,u’z'=0,
\/ Vi 2viu'x’ \/1 V' Jr2\/’(—1}’) ¢

I+—+ —
¢’ ¢’ c’ ¢’
p 2
!’
2 A%
u'z\/u'x’2+u'y’2+u'z’2 = (v + 01’1—_2 +0° =c
c
u'x' -v' —v'/c
tango = —— = = 2.16

que é igual a 2.15, indicando o sinal negativo o sentido contrario dos angulos.

Férmula de Fresnel

Considerando em 2.4, u'x'=c/n a velocidade da luz relativa a agua, v'=v a velocidade da agua em
relagéo ao aparelho, entdo ux = ¢' sera a velocidade da luz relativa ao laboratério portanto

1
, c/n+v c/n+v c vio2v) 2 c I(v 2v
c'= =l —+v|l+—+—| =|—+v|l-——| 5+—

2

v’ 2ve/n vio 2y \n ¢ nc n 2\¢” nc
I+ —+——— I+ +—
c c ¢ nc

desprezando o termo v?/c* temos

[c v c v oV
=l —+v|l-—|=—+v-——F—-—
n nc) n n-  nc

e desprezando o termo v? /nc temos a férmula de Fresnel

1

n I’l2 n I’l2
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Efeito Doppler

!

2 2 2 2 2 2 2 2
Fazendo r " =x"+y +z e 7r”=x"+y"+z” em 15 temos r’—c’t’=r"=ct"ou

! ! (r Ct’) s = (] (]
(r —ct) = (r —ct )— substituindo  entéo r=ct, r=ct e 1.7 encontramos
(r + ct)
2 2
ve 2wx w_w 1 1 vo 2wx
(r—ct)=(r'—ct') I+——-—- como c¢=—=— entdo —(kr —wt)==(k'r'—w't") I+———-
¢ ct k k' k k' ¢ ct
onde para atender o principio da relatividade definiremos
2
vo 2vx
k,:k ]+—2——2 2.18
c c't
resultando na expressdo (kr —wt)=(k'r'—w't') simétrica e invariavel entre os observadores.
Para o observador O uma expressdo na forma de l//(r,t) = f(kr - wt) 219

representa uma curva que se propaga na diregao de R . Para o observador O’ uma expressao na forma de
w'(rt)= £ (k'r'—w't') 2.20

representa uma curva que se propaga na direcdo de R'.

_ 2r ., 2=m
Aplicando em 2.18 k =7, k =7, 1.14,1.19, 1.23, 2.5 e 2.6 temos
il
A= \/— e A= \/— 2.21
que aplicadasem ¢ =yl =)'/ fornece, )'= y\/f e y=y'vK'. 2.22

Considerando a relagdo de Planck-Einstein entre energia ( £ ) e freqliiéncia ( y ), temos para o observador O
E = hy e para o observador O’ E'= hy' que substituidas em 2.22 fornecem

—EJK e E=E'JK'. 223

Se o observador O, que vé o observador O’ se deslocar com velocidade v no sentido positivo do eixo x,
emite ondas de freqiiéncia y e velocidade ¢ no sentido positivo do eixo x, entdo de acordo com 2.22 e

v
ux = ¢ o observado O’ medird as ondas com velocidade c e freqiiéncia )'= y(] ——j 2.24
c

que é exatamente a férmula classica do efeito Doppler longitudinal.

Se o observador O’, que vé o observador O se deslocar com velocidade —v’ no sentido negativo do eixo X/,
emite ondas de freqiiéncia )’ e velocidade c, entdo o observador O de acordo com 2.22 e u'x'=—V'
medira ondas de freqiiéncia y e velocidade c em um plano perpendicular ao deslocamento de O’ dadas por

12

, \%
Y=Y ]—C—Z 2.25

Que é exatamente a formula do efeito Doppler transversal na relatividade especial.
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§3 Transformagdes das Aceleragées d e a’

Diferenciando 2.1 e dividindo por 1.17 temos

u-—v V)——. 3.1

di' diJK > dK

Diferenciando 2.2 e dividindo por 1.22 temos

di' di/NK . _\vdux/KNK ., G .. _\v ax
#(-9) 5 B T -v)

di di'/NK' ., vV dux /KK~ G,V dx

E:dﬂ—\/z—u—v c—2 dld\/z zazg—(u— )C—ZKIZ. 3.2

Quadro 3, transformagdes das aceleragbes a e a’

ﬁ’z%+(ﬁ—\7)cl2% 3.1 a 2%—(5/—17'):—2 ?{ﬁ 3.2

a'x’:ﬂ+(ux—v)12a—)§ 3.3 ax = a,x’—(u’x’wtv’)%’a,f 3.4
K c’ K K’ K’

a'y'=ﬂ+uylga—)§ 3.3.1 ay = ay —uylz% 3.4.1
K c’ K K’ c” K'

az== VZ "—ﬁ 332 |az= @z —u’Z’iﬂ 34.2

c’ K K’ ¢’ K"
, a a'
a ZE 3.8 a ZE 3.9
K=1 é—hﬁ’x 35 K'=1+§+2M2‘ al 3.6
c c c c

. — — 2 2 2 2
Dos quadros 2 e 3 podemos concluir que se para o observador O u.a =zero e ¢~ =ux" +uy” +uz",

~ . y == 2 2 2 2 - .
entdo também para o observador O’ u'.a'=zero e ¢” =u'x""+u'y'"+u'z'", portanto u é perpendicular a
d e u' é perpendicular a @' conforme exige a teoria dos vetores.

Diferenciando 1.9 com as velocidades e os tempos variando temos, tdv+vdt=t'dv'+v'dt', mas
considerando 1.16 temos:

vdt =v'dt'= tdv =t'dv' 3.7

Y . av'  dv
onde substituindo 1.15 e dividindo por 1.17 obtemos, — =—— ou a' =

i. 3.8
i’ dik K

Podemos também substituir 1.20 em 3.7 e dividir por 1.22 deduzindo

v dv a

—= ou a=—. 3.9
dt dt' K’ K’

As relagbes diretas entre os médulos das aceleragdes a e a’ de dois pontos no espago podem ser obtidas,
com as igualdades #'=0=u'x'=0=a'xX’=0=1u =V = ux =v provenientes de 2.1, que aplicadas
em 3.8 e 3.9 fornecem

p a a 4 a a
= = e = = i
2 2 2 2

v 2wy v vie2v'0 V'
It—5——5 1-—— It=5+— I+

C C C C C C

3.10

Que também podem ser deduzidas de 3.1 e 3.2 se utlizarmos as mesmas igualdades
UW=0=u'x'=0= a'x'=0= u =v = ux = v provenientes de 2.1.
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§4 Transformagoes dos Momentos p e p’

Definidos como p = m(u)ii e p'=m'(u')ii’, 4.1

onde m(u) e m’(u’) simbolizam as massas fungbes dos moddulos das velocidades u :|L7| e u':|ﬁ’

Obteremos as relagbes entre m(u) e m'(u’) € a massa em repouso m,, analisando o choque elastico em

um plano entre a esfera s que para o observador O se desloca ao longo do eixo y com velocidade uy = w e
a esfera s’ que para o observador O’ se desloca ao longo do eixo y’ com velocidade u’y’ = -w. As esferas
quando observadas em repouso relativo sdo idénticas e tém massa m,. O choque considerado é simétrico
em relagdo a uma linha paralela aos eixos y e y’ que passe no centro das esferas no momento da coliséo.

Antes e apos o choque as esferas tém velocidades observadas por O e O’ de acordo com a seguinte tabela
obtida do quadro 2

Esfera | Observador O Observador O’
12
u'x's=—v,u'ys=w ]—V—
Antes S UxXs =zero, uys = w = s WYy s= e
do
choque ’ ' ; v’
s WSV, WS =TT S | w'xs'=zero, u'y's'=—w
12
v ux's=—v,u'ys=-w ]—V—
Apods s Uxs =zero, uys =—-w = , Wy s= e
o
choque , . v?
s Uxs'=v, uys =w I_C_z u'x's'=zero, u'y's'=w

Para o observador O, o principio de conservacdo dos momentos, estabelece que os momentos
px = m(u)ux e py:m(u)uy, das esferas s e s’ em relagdo aos eixos x e y, permanecem constantes
antes e apo6s o choque, por isso para o eixo X

m(« Juxs® +uys’ )uxs+ m(« Juxs"” +uys" )uxs '= m(1/MXS2 +uys’ )uxs+ m(ql uxs" +uys" )uxs !

onde substituindo os valores da tabela obtemos

v2 2 v2 2

2 2 — . J—

m| |V +| —w,[I—— | |v=m|  |[v'+| w,/I—— | |v de onde concluimos que W = w,
c c

e paraoeixoy

m(\/uxs2+ uys’ )uys+ 171(\/uxs'2+uys’2 )uys': m(\/uxs2+ uys’ )uys+ m(\/uxs'ﬁ—uys’2 )uys' :

onde substituindo os valores da tabela obtemos

2 2
2 2 2 2
[, v [, v \— v =y
mwhw—m| [V +| —w [I- | \wi[ =5 =—m(W)wtm| v+ W, [- | W, |]-%,
c c c ¢

simplificando encontramos

2

2
m(w)=m v2+w2(1—v—2j I—V—Z, onde quando w — 0 se torna
c c

o) 402 1| | 1= m(0)m) 12 )L

c c c Ve
1=
mais m(O) € igual a massa m_ em repouso portanto
m , , m
m(v): —”2 no caso da velocidade ser relativa v=u = m(u) = 0 : 4.2
Y u
1=~ I=—5
c c
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~ myu
que aplicada em 4.1 fornece p m(u)u = B 4.1
u
1=
c
Com os mesmos procedimentos obteriamos para o observador O’
m
m'(u') = —2— 4.3
u/Z
1=
c
= ' 1\ __ mOIZ’
ep—m(u)u— — 4.1
) P
c2
N ; . m,
Simplificando a simbologia adotaremos m = m(u) =T 4,2
u
I=—5
c
m
e m'=m'(u')=—0 43
u!2
=5
c
que simplificam os momentosem p=mu e p'=m'u’. 4.1

Aplicando 4.2 e 4.3 em 2.9 e 2.10 obtemos

2
V' 2V'u'x' 2vux
mzm'\/1+—2+—2:>m mVK' e m'=m ]+ —2:>m’:m\/K. 4.4
c c c? c

= dp _d(mi) =, dp'_d(m'u’)
d

Definindo forga como Newton temos [ = = 7 e F'= ar = T com isso podemos entao
t t t

definir a energia cinética como

E, _[F dR = I )dR Id mﬁ ”z]h(Mde—i-mudu),
0

_[F’dR' lj ﬁ ﬁ':Id(m'ﬁ’).ﬁ'z?(u'zdm'+m’u’du').
0 0

. . 2
Remodelando 4.2 e 4.3 e diferenciando temos m’c’—m’u’ =m, ¢’ = u’dm+mudu=c’dm e

2 2 2 2 2 2 2 2 . . . .y
m'“c'—=m""u'""=m, ¢ =>u""dn'+m'u’'du'=c dm’', que aplicadas nas formulas da energia cinética
fornece

m m'
2 2 2 2 2 2
E, = Ic dm=mc”" —myc"=E-E, e E', = Ic dm'=m'c" —myc” =E'-E, , 4.5
m My
onde E=mc’ e E'=m'c’ 4.6
s80 as energias totais como na relatividade especiale E, = m, ¢’ 4.7

a energia de repouso.
Aplicando 4.6 em 4.4 obtemos exatamente 2.23.

De 4.6,4.2,4.3 e 4.1 encontramos:

E:cqlm02cz+p2 e E’:cw/m02cz+p'2 , 4.8

Relagbes idénticas as da relatividade especial.
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Multiplicando 2.1 € 2.2 por m, obtemos:

mu' mu mv B
= - = mu'=mi-my= p'=p-—v
c

u u’ u’
V= i

m”ﬁ mﬁ m‘j — 1= 1= - __ > E'—'r
e = - =S>mu=m'u'-m'v'=p=p'-—=v'.
c

uZ u(Z u(Z
\/]_02 \/]_ c’ \/]_ c’

Quadro 4, transformagées dos momentos p e p'

*!:*_Ev *:*!_Evr
p=pr e 4.9 p=r o2 4.10
'x'= x—Ev X = 'x'+£'v'
p p e 4.11 px=p o2 4.12
p'y'=py 4111 | py=p'y 4.12.1
p'z'=pz 4112 | pz=p'Z 4.12.2
E'=EJK 2.23 E=E'K' 2.23
m m
m=m(u)=—=2 m'=m'(u')=——=
2 12
-4 |42 U 4.3
c’ c’
m=mvK 4.4 m=m+vK' 4.4
E, =FE-E, 45 E'=FE-E, 45
E =mc’ 4.6 E'=m'c’ 4.6
E =mc’ 4.7 E =mc’ 4.7
E=cym, ¢’ +p’ |48 E'=cym, c’+p? |48

Equacao de onda de Louis de Broglie

O observador O’ associa a uma particula em repouso em sua origem as seguintes propriedades:

-massa de repouso m,
r—
-tempo '=1,

. _ 2
-Energia de repouso £, =m,c

2
mc

PPN . Eo o
-Frequéncia y, =—=

h h

-Fungéo de onda y, = asen2my,t, com a = constante.

O observador O associa a uma particula com velocidade v as seguintes propriedades:

-massa m:m(v): e’ - (de 4.2 onde u =v)

<

E m c’

-Energia £ =———==—7-2 (de2.23com ux=v e E'=E))
I
c’ c’
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y, _mc’/h

2 - 2
1-X \/J—v
\/ c’ c’

-distancia x = vt (de 1.2 com x’ = 0)

2 2 2
-Fungdo de onda y =asen2my t, =asen2my ]—v—zt I—V—Z:asen27ty t—zj com u=-
\ \/ v

czEyh
p p

Para voltarmos ao referencial do observador O’ onde u'=0 = u’'x'= (0, consideraremos as seguintes
variaveis:
-distancia x = v't’ (de 1.4 com x’ =0)

-Frequéncia y=

=E/h (de2.22com ux=v e y'=7y,)

-Comprimento de onda u=y4=— :>/1—; (de4.9com p'=p, =0)

2 ”?
_tempo tzt\/ v0_ \/1+v—2 (de 1.8 com u'x'=0)
c’ c
v
-frequiéncia y=y',[I1+— (de 2.22 com u'x'=0)
c
. V'
-velocidade v=————= (de 2.13)
er
CZ

que aplicadas a fungao de onda fornece

12 12 12 41
W'zasenZny(t—%j:asen27ry'\/1+v—2 z"\/1+v—2—L2 =asen2ry't’,
c c c 5 V'

c 4|1

CZ

mas como t'=¢ e y'=y, entdo y' =y, .

§5 Transformagodes das Forgas FeF'

Diferenciando 4.9 e dividindo por 1 17 temos
dp'  dp dEv - dEV} = l[a nv}

F'= =>F=—|F-\Fu . 5.1
dt' gnJK diK JK L dt ¢’ (

Diferenciando 4.10 e dividindo por 1.22 temos
dp dp' ry! - 15! - . N1
dp__dp' _ dE LA | |_ dEv}jF: 1 [F’—( l'ulvi|. 5.2

dt  dr\JK' deNK' ¢ VK L dt' ¢’
Do sistema formado por 5.1 e 5.2 obtemos

dE dE’' e

—= ou F.u=F'u', 5.3
dt dt

que é um invariante entre os observadores na relatividade ondulatéria.

Quadro 5, transformagdes das Forcas FeF'

vy 1 oy = _\V I 1 1 (o =0 v’

F =ﬁ{F— (Fu)c—z} 51 | F= \/E{F (Fra )C—Z} 5.2
) 1 = o\ V 1 B Bt v’

F'x'= ﬁ[Fx— (Fu)c—z} 54 Fx = W{F X +(F.u )c_z} 5.5

Fro— /K 542 | /K 55.2

dE' dE - =

dt’ _E 53 FL? :F!.I/?! 53
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§6 Transformacodes das densidades de carga p, p’

e densidades de corrente j e j'

d
Multiplicando 2.1 e 2.2 pela densidade de carga elétrica em repouso definida como p, :—dq temos
\%

o

PPl PV =pu'=pu— pv:>J’ J- pv 6.1

u(Z a uZ
A=A

e Ll _ PM PV = pii=p'u'—p'v'=J=J~p'V". 6.2

uZ urZ u(Z
\/]_C2 \/1_ c’ \/1_ c’

Quadro 6, transformagdes das densidades de carga p , p’ e densidades de corrente JelJ

!

j’:j—p\j 6.1 j:j'—p'\_)" 6.2
J'x'=Jx—pv |63 Jx=Jx"+pv |64
J'y'=Jy 6.3.1 Jy=J"y 6.4.1
JZ=Jz 632 | =)z 642
j = pﬁ 6.5 jr — prﬁr 6.6
p= pa - pI= pa =
-4 6.7 1_u 6.8
2 2
¢ c
p' = pJK 6.9 p=p'VK' 6.10

Do sistema formado por 6.1 e 6.2 obtivemos 6.9 e 6.10.
§7 Transformagdes dos campos elétricos E, E' e magnéticos E, B’

Aplicando as forcas de Lorentz qu(E+ﬁ><E) e F'=q(E’+L7'><E’) em 51 e 52 temos

q(E'+ﬁ'xl§'):%{q(E+ ux B) [q(E+ ux B) ]j }
e q(E+ ux E)z%{q(ﬁ 'xB' ) [ (E 'x B’ )ﬁ ]v_z} que simplificadas se tornam

(E’+L7'><l§’) \/]E{(E-HD(B E iz} E+u><B) \/%{(E#ﬁ'xé')—(#'ﬁ')i;} de onde

c

obtemos a invariancia de E.ii = E'ii’ entre os observadores como consequéncia de 5.3 e as seguintes
componentes de cada eixo

(E’x'+u’y'B’z’—u’z’B’y') = _\/]E [Ex+ uyBz—uzBy— EXI/ZDCV - Eyt;yv — Ezp;zv} 71
c c c
1
(E'y’+u’z’B’x’—u'x’B’z’)=—[Ey+uZBx—uxBZ] 7.1.1
VK

(E'z’+u'x'B’y'—u’y’B’x’) = L[Ez+ uxBy— uyBx] 7.1.2

JK

(Ex+usz—usz)z%{E'x'+u’y’B'z'—u'z’B v +E’x'u'x'v'+E y:gy 1% +E'z’cuz’z’vr:| -
1
(Ey+uzBx—uxBz) = [E'y’+u’ 'B'x'-u'x'B ] 7.2
JK'
(Ez+uxBy—uyBx) %[E’z%u'x B'y’—u’y’B'x'] 722
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Para o conjunto 7.1 e 7.2 obtemos duas solugdes descritas nos quadros 7 e 8.

Quadro 7, transformagoes dos campos elétricos E , E' e magnéticos BeB

E’x’:ﬂ(J—MJ 73 | B EX (1+V ux J 7.4

JK' ’

C
2 1o, 12 [ [ > Y]
E,y,zﬂ(]+v__%j_sz 731 | By=LY (1+v_+v ux j+v B2 1741

Ve e JK'

C C
2 [ 12 [P [>T
Efz'zﬂ(uv _%}ﬂ 732 | p=EZ (1+v_+v ux j_v B'Y 1742

JkU T & K JK' c’ c’ JK'
B'x'= Bx 7.5 Bx=RB'x' 7.6
% v’
B'y'=By+—Ez 751 | By=B'y'-—E'zZ’ 7.6.1
C C
r ! v r ! vl ’ ’
B'z'= Bz——Ey 752 | Bz=B'z'+—E'y 7.6.2
C C
E'y'= EyJK 77 Ey=E'y'JK' 7.8
E' 2= EzJK 771 | g g oK 7.8.1
ux u'x'
By =——Ez 7.9 B'y'=———E'Z’ 7.10
C C
ux u'x'
BZ=C—2Ey 791 | B'z'= = E'y' 7.10.1

Quadro 8, transformacdes dos campos elétricos £, £’ e magnéticos B e B’

E%[E(E)_} 741 EL[E(E)_} 712

c K ¢
E'y’:L[Ey—vBZ] 7111 | Ey= ! (E'y'+v'B'z") 71241
JK VK’
E'z’:%[EZ+vBy] 7112 | Ez= \/%(E'Z'—V’B'y') 7.12.2
B'x'=Bx 7.13 Bx=B'x' 714
B'y'= By 7131 | By=B'y' 71441
B'z' = Bz 7132 | Bz=B'Z' 7.14.2

Relagdo entre o campo elétrico e o campo magnético

Se um campo eletromagnético tem para o observador O’ a componente magnética nula B'=zero e a

componente elétrica E'. Para o observador O este campo se apresenta com ambas as componentes,
sendo o campo magnético descrito pelo conjunto 7.5 e tem como componentes:

vEz vE
Bx:zero,By:——z,BZ:—zy, 7.15
c c
. . = 1. =
que sdo equivalentesa B=—VxE . 7.16
c
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Férmula de Biot-Savart

O observador O’ associa a uma carga elétrica, em repouso, distribuida uniformemente ao longo de seu eixo
X’ as propriedades eletromagnéticas seguintes:

-densidade linear de carga elétrica em repouso p, :_q'
dx
-corrente elétrica nula ['= zero

-campo magnético nulo B' = zero = u'= zero

-campo elétrico radial de modulo E'=1/E'y'2+E'z'2= Po em qualquer ponto de raio

2me, R
R=+/y"" +z'° com acomponente E'x'= zero.

Para o observador O trata-se de uma carga elétrica distribuida uniformemente ao longo de seu eixo x com
velocidade ux = v a qual associa as propriedades eletromagnéticas seguintes:

-densidade linear de carga elétrica p = LZ (de 6.7 comu=v)
Y
1=
c
v
-corrente elétrica [ = pv = PV
vZ
I=—5
c
EI
-campo elétrico radial de médulo EF =———— (de acordo com os conjuntos 7.3 e 7.5 com
VZ
==
c
B'=zero=ii'=zero e ux=v)
» vEz vEy .
-campo magnético de componentes Bx = zero, By = -5, Bz:—2 e modulo
c c
vE v E' v 1 1 1
B=—=— =— Lo~ Bo” onde 1, =— , sendo na forma vetorial
c c y:ooc v: 2me, R 27R g,C
1 -— 1 -—
c c
. I _
B= K, u 717

onde # é um vetor unitario perpendicular ao campo elétrico E e tangente a circunferéncia que passa pelo
ponto de raio R =+/y” +z° porque do conjunto 7.4 e 7.6 E.B = zero.

§8 Transformagodes dos operadores diferenciais

Quadro 9, operadores diferenciais

ox' 0x ¢’ ot ' ox Ox' ¢’ ot '
o 0 o 0

a—y,—a 8.1.1 E—a—y, 8.2.1
o 0 o6 o

E—E 8.1.2 5_5 8.2.2

i—ii_ki ]+ﬁ_£ i 8.3 i—_ v 0 + ! ]+£+ﬂ i 8.4
ot JK ox K\ & t)ot ot JK' ox' JK' > ot
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Do sistema formado por 8.1, 8.2, 8.3 € 8.4 e com 1.15 e 1.20 encontramos somente as solugdes
o xitdo & X'/ 0

_+_2 =0 e —— + 3 — =0 85
ox ¢’ Ot ox'" ¢ ot

Do que concluimos que somente as fungdes y (2.19) e ' (2.20) que atenderem as condigdes

0 X/t 0 oy' x'/t' oy’

e =
ox ¢’ Ot ox' ¢ ot
podem representar a propagagdo com velocidade ¢ na relatividade ondulatéria, indicando que o campo
propaga com velocidade definida e sem distor¢cdo atendendo a 1.13 e 1.18. Devido a simetria, também
podemos escrever para os demais eixos

Sv yhoy_, By YNV v ho_, ov ZHOV

2 ’ ; 2 r 2 ! ' 2 r 8.7
oy ¢ Ot oy ¢ Ot 0z ¢ Ot 0z ¢ Ot
Das transformacdes de espago e tempo da relatividade ondulatéria obtemos para o teorema de Jacob
] VUX I viu'x'
olx',y',z't L2 olx,y,zt 2
J= (', ) =X eJ= CRED) = c 8.8

oxyzt) VK o',y zt) K

variaveis com ux e u’x’ conseqiiéncia do principio da constancia da velocidade da luz, mas sao iguais
J =J eserdoiguaisaum J =J'=1 quando ux=u'x'=c.

Invariancia da Equacgio de Onda

A equacao de onda para o observador O’ é
82+82+82 _i@z
ox"”” oy” 0z° ¢’ ot”
onde aplicando as férmulas do quadro 9 e 1.13 obtemos

2
(i_}_lijz_}_ 62 + 62 _i v i_}_ 1 ]+ﬁ_m i = zero
ox ¢’ ot oy’ oz’ JK 0x K ¢’ ¢ )ot
de onde encontramos
o’ 0’ 0’ 107 2vaol 2o Hux &7 vt vier 2vux o7
K_2+K_2+K_2__2_2+_2 +— - 4 T A2 T 5 A2 6 2
Ox oy 0z= ¢ ot° ¢ oxot ¢’ oxot ¢t oxot ¢’ ot ¢ ot ¢’ ot
v:i ol 2v o’ 2 o’ 2viux 67 2787 2vux 87 2Viux &7 viux? 87 v' o

- + - 4 4 =
ctox? cloxor ! oxor ¢t oxor ¢t ot ¢t o ¢’ o’ ¢’ o’ o’

= zZero

0’ 0’ o’ 1 07 ux &7 V2ol vio? 2vux 87 viux® 7
K 2 +K 2 +K—2 2 A2 4 2 A2 T A2 T T A2 5 Az
ox oy 0z° ¢ ot ¢’ oxot ¢ ox° ¢ ot ¢’ ot ¢’ ot

onde reordenando os termos encontramos
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
K@ +K62+Ka—— 1+v 2vux ]2 62 v2 62+2sz6 +ux46_2 ~ ero
cc ot ¢\ ox ¢’ oxot c¢' ot

ox’ oy oz’
, x/t O o ux oY & lJux & ux’ o’
mais de 8.5 e 1.13 temos —t 5 =0=> |t | =7t +— <7 =zero
Oox c¢° Ot Oox «c¢° Ot ox c° oxot ¢ ot
que aplicada em 8.9 fornece a equacgao de onda para o observador O

o> ot o 19
—+—+———F—=zero- 8.10
ox’ oy’ oz’ o’

= zero

&

Para retornar ao referencial do observador O’ aplicaremos em 8.10 as formulas do quadro 9 e 1.18, obtendo

(a _iij2+i+i—i I PR N
ox' ¢’ ot oy’ o7 JK' ox' K’ ¢’ ¢’ ot

de onde encontramos
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82 82 82 L 82 2vl 62 2vr3 82 4vr2u!xl 82 V/Z 82 V/4 82

K’ +K' +K' - —— . . +— +—
ox'? oy’ oz? ot o oxor ! ox'or ¢t ox'or cf ot o
2 u'x o7 3 V2 oo? N VAN N v o7 27u'x o7 _2v’2 o’ _2v’u'x' o’ 3
¢’ ot 't o axor of ox'or ¢t et ot o’ ¢t o
V/3 ulxl 82 er urx/2 62 V/4 62 B
T & e Lo
que simplificando fornece
K, 62 K, 82 K, 82 1 62 2vr2 ulxl 82 VIZ 82 vr2 62 2v'u’x' 62 VIZ u!er 82 B
12+ 12+ 12 2 Ag2 4 A 2 A2 4 Aa2 4 2 6 2 =zero
ox Oy oz'" ¢ ot c ox'ot ¢ oOx ¢’ ot ¢’ ot c ot
onde reordenando os termos encontramos
o’ o’ o’ V2o vu'x' Y1 o7 v o7 2u'x &’ u'x'? o’
K'—+K'—+K'——-|l+—+—F |57~ >+ +—; > | = zero
ox' oy oz' c c cT ot ¢t \ox ¢ ox'ot! ¢ o

mais de 8.5 e 1.18 temos

o x'/t' 0 o wx oY o wx & uwx’ o’
T = + | TRt Ay T4 2

ox'" ¢ Ot Oox ¢’ ox'ot ¢’ ot

= zero

- ox' ¢ ot
que substituida na equagao reordenada fornece a equagéo de onda para o observador O’.

Invaridncia da Equagao de continuidade

A equacgéo de continuidade na forma diferencial para o observador O’ é
op' = - op' oJx'" oy’ oJz'
P +V.J’=zer0:i+ + 4 +

or' o ox' oy o

onde substituindo as férmulas do quadro 6, 9 e 1.13 obtemos
2
v oLy wx)d p@+(i+%ij(Jx_pv)+M+%zzem
JK 0x K & 7)ot ox ¢’ ot oy 0z
fazendo as operagdes encontramos
2 2
v@_p+8_p+v op vux8p+8Jx L@Jx_v@p_v_@_p+6i+%

=5 = + 3 B = zero
ox 0t ¢ 0t ¢ 0t 0Ox ¢ 0t Ox ¢ 0t 0Oy Oz

que simplificando fornece
op vuxop OJx v oJx OJy O0Jz
5 + +— + +

ot ¢ 0t Ox ¢ 0t Oy 0Oz

onde aplicando Jx = pux com ux constante obtemos
6_p_v_t;x@_p+%+l26(pux)+6Jy+8Jz :Zerojé_p+6Jx+6Jy+6Jz _.
ot ¢ 0t Ox ¢ Ot oy Oz ot 0O0x 0y Oz

que é a equacgao de continuidade na forma diferencial para o observador O.

= zero 8.1

= zero

ero 8.12

Para obtermos novamente a equacgao de continuidade na forma diferencial para o observador O’.
Substituiremos as formulas do quadro 6, 9 e 1.18 em 8.12 obtendo:

' 1 2 Pl ' r o, (]
v @ + ]+v—2+v uzx 9 p'\/z+(i—v—2 0 J(J’x’+p'v')+ 0y +8JZ = zero
JK'ox' K’ c c ot' ox'" c¢° ot oy’ oz'
fazendo as operagdes encontramos
ra! a! 1261 rlra/ aJrr raJrr ra! 1261 aJrr aJr/
_YOpt Opt VI Op' VuX'Opt OJ'X v OJX vOpt v 0p' OV 02
ox' ot ¢ ot ¢ ot ox'" ¢ ot ox' ¢ ot 0y oz’
que simplificando fornece
op' vu'x'op' oJ'x' v oJx' oJy oJ<z
+ + - + +

= zero

' 2 i ' 2 ' ' ’ = zero
ot ¢~ Ot o0x ¢ Ot oy o0z
onde aplicando J'x'= p'u’'x" com u’x’ constante obtemos
op' vu'x'op' oJ'x" v opux') oJy oJz op' oJ'x" oJ'y' oJ'z
p + P + _ (p )+ Y + =zero— P + + Y + = zero

ot' ¢ ot ox' ¢ ot oy’ oz’ ot 0ox' oy’ oz’
que é a equagao de continuidade na forma diferencial para o observador O’.
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Invariancia das Equagoes de Maxwell

Que na forma diferencial séo escritas na seguinte forma
Com carga elétrica

Para o observador O Para o observador O’
OEx OEy OF OE'x' OE'y' OE'Z '
e e g13 | S+l 2B 8.14
ox oy 0z g, Ox' oy’ oz' g,
6Bx+88y+8Bz:0 815 68x+6By+éBz _0 816
ox Oy Oz ox' oy’ oz'
OEy OEx OBz OE'y' OE'x'" OB'Z
- =- 8.17 - =- 8.18
ox Oy ot ox' oy’ ot'
OEz OEy OBx OE'z" OFE'y'  OB'X
- =- 8.19 - =- 8.20
oy oz ot oy’ oz' ot'
OEx OEz _ OBy 821 OE'x' OE'z' _ 0B') 8.2
0z  Ox ot ' oz' ox' ot' '
OBy OB OE O0B'y'" OB'xX OFE'z'
—y——x=M0J2+80Ho—Z 8.23 y X =u,J'z'+e, pn, = 8.24
ox Oy ot ox' oy’ ot'
0Bz OBy OFEx OB'z'" OB’y OE'x'
T Jx+e,u,—— | 8.25 - =p,J x'+e 1, 8.26
oy oz Moot o o " Y
OBx OBz OEy OB'x" OB'Z' OE'y'
———=n,Jy+e pn, — - =u,J y'+e
2 ox HJYtE N, ot 8.27 Py o H,J V+E N, o 8.28
Sem carga elétrica p =p'=zero e J=J'=zero
Para o observador O Para o observador O’
OEx OFy OFEz OE'x' OE'y'" OE'Z
+——+—=0 8.29 + + =0 8.30
ox Oy Oz ox' oy’ oz'
6Bx+88y+8Bz:0 831 OB'x +6By +GBZ _0 8 32
ox Oy Oz ox' oy’ oz'
OEy OEx OBz OE'y' OE'x'" OBz
- =- 8.33 - =- 8.34
ox Oy ot ox' oy’ ot'
OEz OEy OBx OE'z" OFE'y'"  OB'X
- =- 8.35 - == 8.36
oy Oz ot oy’ oz' ot'
OEx OFEz _ OBy 837 OE'x' OE'z' _ 0By 6.8
0z  Ox ot ' oz' ox' ot' '
@_@_8 OEz 830 oB'y' 0 'x’_8 OFE'z' 8 40
a o M | o o T ar |
0Bz OBy OEx OB'z' OB')' OE'X'
— ———=g U, — 8.41 - =g, U, 8.42
oy 0Oz ot oy’ oz' ot'
@_%_8 CEy 843 6B'x'_aB'z'_8 OE'y' 8.4
2o P e T P '
1
EMN, =— 8.45
c

Demonstremos a invaridncia da lei de Gauss na forma diferencial, que para o observador O ¢
8E!x! aE! ! a r ! ’

I R S 8.14
ox' oy’ oz' g,

onde substituindo as formulas dos quadros 6, 7, 9 e 1.13, e considerando ux constante, obtemos
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[£+12}2[1_%j+£_ﬂ p e ) vBz |
ox ¢’ ot |[NK c’ ay_\/E A N
0| Ez v ovux vBy_ p\/E
t—| =+ =
oz| JK

+
c c JK ] g,
v’ OFEx

fazendo os produtos, somando e subtraindo o termo _26_ encontramos
¢’ ox

OEx L OEx vux OEx v ux OFx N OEy +ﬁ OFEy vux OEy voBz N
ox ¢ ot ¢ ox ¢ o0 oy oy & oy oy
OFz v’ 0Ez wvux O0Ez voBy v’ 0Ex v’ 0Ex pK
+— - + =

0z ¢ Oz ¢’ oz Oz ¢ ox ¢’ ox £

o

que reordenando resulta em

v’ (OFEx ux OEx 0Bz OBy I OEx OEx OEy OEz vl ovux) pK
- —=—*+—= |V — -— + + + I+ ——-——|=—
cc\ox ¢ Ot oy 0z c¢° Ot ox oy Oz g,
onde o primeiro paréntese é 8.5 e por isso igual a zero, o segundo paréntese € igual a

c c
vpux <

- v(oux) =—Vu,pux = ——— obtido de 8.25 e 8.45 resultando entdo em
€,C

2 2
6Ex+8Ey+6Ez ]+v_2_@ _pP ]+v_2_vu;c _ﬁVLth+£VLtzx
ox Oy oz ¢ ¢ g, ¢ < g, ¢ g, c
6Ex+6Ey+8Ez:£ 8.13
ox oy 0Oz g,
que é a lei de Gauss na forma diferencial para o observador O.

de onde obtemos

Para fazer o inverso substituiremos em 8.13 as formulas dos quadros 6, 7, 9 e 1.18, e considerando u’x’
constante, obtemos:

[i_ii}bj,x,(l_’_v,u,x,j_'_i E!yl ]+ﬁ+v'u'x' +V’B,Z, .
ox' ¢’ ot |JK' c’ oV'| VK’ c’ c’ VK’
a |:E!Z!(]+v/2 V'M'X'j_V'B'yl_p'\/F

+— —+
0z'| VK’ c’ c’ VK’ g,
VIZ aElxl
fazendo os produtos, somando e subtraindo o termo —; Pw , obtemos
c X
aEIxI VI a !x!+v¢u!x¢a le V/Zu!xJa 1x1+a Iyl+V/2 a !y!+v¢ulx/a Iyl
ox' ¢ ot ¢’ o ct ot o oy o
+v’6B'z'+8E'z'+v’2 8E'z'+v’u'x’6 'z' Vv'OB'y' V2 OE'x" v’ o ‘X' p'K'
oy’ oz ¢ o ¢’ o7 oz' > ox' ¢ o €

o

que reordenando resulta em
v'?(OE'x'" u'x'OE'x' J(0B'z" OB'y'" I OE'X
+ 2 ’ v ' - T2 ’ +
Oox' c- Ot oy oz’ ¢ Ot
aE/x/ aE/ ' a 't er V’M’X’ "K'
+ + Y I+—+— =2
ox' oy’ oz' c c g,
onde o primeiro paréntese é 85 e por isso igual a zero o segundo paréntese é igual a
v!plu!xl

V' (qu’x') =v'u,p'u’x'=——— obtido de 8.26 e 8.45 resultando entdo em
g,C

o

2
C
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axr ayf 82' 2 2 2 2

c c c c
aEHx! aE! ! a ’Z’

+ Y + =£ que é a lei de Gauss na forma diferencial para o
ox'’ oy’ oz e

EII E!! [ 12 [ ' 12 [ [ [ R ]
(6 x+6 y+8 Zj(1+v_+vuxj:£(1+v_+vuxj+£vux_ivux
8()

de onde obtemos
o

observador O’.

Procedendo desta forma podemos provar a invariancia de forma para todas as demais equacgdes de
Maxwell.

§9 Explicando o Efeito Sagnac com a Relatividade Ondulatéria

Transformemos o movimento retilineo dos observadores O e O’ utilizado na dedugdo da Relatividade
Ondulatéria em um movimento circular plano de raio constante. Imaginemos que o observador O vé o
observador O’ girar com velocidade tangencial v no sentido horario(C) (igual ao sentido positivo do eixo x da
RO) e que o observador O’ vé o observador O girar com velocidade tangencial v’ no sentido anti-horario (U)
(igual ao sentido negativo do eixo x da RO).

No instante t = t' = zero o observador O emitira dois raios de luz a partir da origem comum aos dois
observadores, um no sentido anti-horario de arco cty e outro no sentido horario de arco ctc, portanto cty =
ctc e ty = ¢, porque c é a velocidade da luz constante, ty e tc o tempo. No instante t = t' = zero também o
observador O’ emitira dois raios de luz a partir da origem comum aos dois observadores, um no sentido anti-
horario (inutil) de arco ct’y e outro no sentido horario de arco ct'c, portanto ct'y = ct'c e t'y = t'c porque c é a
velocidade da luz constante, t'y e t'c o tempo.

Reescrevamos as equacgdes 1.15 e 1.20 da Relatividade Ondulatéria (RO):

|V| t' v 2vux

M Y 1.15
|v'| t c? c?

|v'| t \/ Vi 2v'u'x!

Ll LA PP G : 1.20
|v| t c? c?

Fazendo ux = u’x’ = ¢ (raio de luz projetado ao longo do eixo x positivo) e desmembrando as equagdes
obtemos:

t'=t(1—zj 9.1 z:t’(1+1j 9.2
C C

1% v

Quando a origem do observador O’ detectar o raio anti-horario do observador O, estara a distancia
vt. =V't", do observador O e simultaneamente detectard o seu raio horario no mesmo ponto que o raio

!

V= 9.4

horario do observador O, em uma posi¢ao simétrica ao didmetro que passa pelo observador O porque
ct, =ct. =>t,=t. ect,=ct'.=1t,=t., obedecendo as quatro equagdes acima, encontramos:

2nR
cty +vt, =2nR =t = 9.5
c+v
2nR
ct' ANV, = 2R =1 = , 9.6
c+2v

Quando a origem do observador O’ detectar o raio horario do observador O, simultaneamente detectara seu
proprio raio horario e estara a distancia vt,. = v’t'w do observador O, entdo obedecendo a equagbes
1,2,3 e 4 acima, teremos:
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271R

Clye =2TR+Vt,. =1, = 9.7
c—v
21R

cthe=2tR =1, .= — 9.8
A diferenca de tempo para o observador O é:

2nR  27R 4Ry
At=t,. —t, = — = 9.9

2 2

c—v c¢c+v ¢’ —v

A diferenca de tempo para o observador O’ é:
. , 2nR  2nR 4RV

At'=t,.—t.= — = 9.10

c c+2v (c+2v’)c

Substituindo as equacdes 5 a 10 em 1 a 4 comprovamos que elas cumprem as transformacdes da
Relatividade Ondulatéria.

§10 Explicando a experiéncia de lves-Stilwell com a Relatividade Ondulatéria

Reescrevamos as equagdes (2.21) para o comprimento de onda na Relatividade Ondulatéria (RO):

A A
A= e A= , 2.21
v Qvux T
c c c c

Fazendo ux = u'x’ = ¢ (raio de luz projetado ao longo do eixo x positivo), obtemos as equagdes:

N:——&——ekz——&—— 10.1

- )

Se o observador O, que vé o observador O’ se distanciando com velocidade v no sentido positivo do eixo x,
emite ondas, provenientes de uma fonte estacionada em sua origem com velocidade ¢ e comprimento de

onda A, no sentido positivo do eixo x, entdo de acordo com 10.1 o observador O’ medira as ondas com

velocidade ¢ e comprimento de onda A',, de acordo com as férmulas:
I
A D

- N —' ’
c c

Se o observador O’, que vé o observador O se aproximando com velocidade v’ no sentido negativo do eixo

X, emite ondas, provenientes de uma fonte estacionada em sua origem com velocidade ¢ e comprimento de

onda A/, no sentido positivo do eixo x, entdo de acordo com 10.1 o observador O medira as ondas com

eh,= 10.2

velocidade ¢ e comprimento de onda A , de acordo com as férmulas:

A, A,

As fontes estacionadas nas origens dos Observadores O e O’ sd0 idénticas portanto A, =A/..

A= ek, = 10.3

Achemos o comprimento de onda médio A das ondas medidas (kA,k’D) utilizando as férmulas 10.2 e
10.3, lado esquerdo:
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= A,+A A = Ap+A A ?
o=l 1 hr +7JF(]—1) SA=—L A=__F 1+(1—1)
2 2 (1 _v) c 2 2(1_1/) c
c c
Achemos a diferenga entre o0 comprimento de onda médio A eo comprimento de onda emitido pelas fontes
AN=A—L,:

_ by 2
AL=L-L, =—F{1+(1—2) }xF
2(1—") ¢

c

10.4

http://www.wbabin.net/physics/faraj7.htm

§10 Ives-Stilwell (continuagio)
O efeito Doppler transversal para a Relatividade Ondulatéria foi obtido no §2 do seguinte modo:

Se o observador O’, que vé o observador O se deslocar com velocidade —v’ no sentido negativo do eixo X/,
emite ondas de freqiiéncia )’ e velocidade c, entdo o observador O de acordo com 2.22 e u'x'=—V'

medira ondas de freqiiéncia y e velocidade ¢ em um plano perpendicular ao deslocamento de O’ dadas por
y=y [1-Y- 2.25

2

' 2
)4 \% . ~
Para u'x'=—V' teremos ux=zero e 1- P ]+_2:] com ISso pOdemOS escrever a relagao entre a

c c
freqliéncia transversal y =y, e a freqiiéncia da fonte y'=)’. naforma

v = 10.5

\4
1+C—2

Com c=y,A, =)' A';. obtemos a relagdo entre o comprimento de onda transversal A, e o comprimento de

onda da fonte A",

2
A=A /1+Z—2 10.6

A variagao do comprimento de onda transversal em relagdo ao comprimento de onda da fonte é:

2 2 2 N
AN, =h, =N =0\", /1+z—2—wF=wF( /1+z—2—1j;x'F(1+2V7—1j;7Fz—2 10.7

que é o mesmo valor obtido na Teoria Especial da Relatividade.
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Aplicando 10.7 em 10.4 obtemos

AV
AL = ! 10.8
(-2)
c
Com as equagtes 10.2 e 10.3 podemos obter as relagdes 10.9, 10.10, e 10.11 a seguir descritas
2
A=A, (J—Xj 10.9
c

. _ . A,

E desta obtemos a formula da velocidade —=171—_[—* 10.10
c Ay

Ap=Npo=JL N, 10.11

Aplicando 10.10 e 10.11 em 10.6 obtemos

2
NN \/1{1— /i”—AJ 10.12
D

De 10.8 e 10.12 concluimos que A , <A, <A, <A<A,. 10.13

Assim com os valores de A, e A/, obtidos da experiéncia de Ives-Stiwell poderemos avaliar A,, A ., Yoe
c

concluir se existe ou ndo a deformagéao espacial prevista na Teoria Especial Da Relatividade.

§11 Transformagao entre dois referenciais da potencia dos raios luminosos de uma fonte na Teoria
da Relatividade Especial

A relacao entre dois referenciais da potencia desenvolvida por uma forga é escrita na Teoria Especial da
Relatividade na seguinte forma:

. Fii—VF
Frit=—47VX 11.1

v
1 —ux—
o)

A definicdo da componente da forga ao longo do eixo x é:

Fx:@=—d(mux):d—mux+m% 11.2
dt dt dt dt

Para um raio luminoso o principio da constancia da velocidade da luz, garante que a componente ux da
velocidade da luz, também é constante ao longo do eixo x, por isso:

x dx - dux m
— = — =ux = constante, demonstrando que em dois —— = zero e Fx=—ux 11.3
tdt dt dt
A férmula de energia é E = mc” de onde obtemos — = —27 11.4
c t
o . df - . . - _ux
Da definicdo de energia temos — = F.u que aplicando em 11.4 e 11.3 obtemos Fx = F.u— 11.5

c

Aplicando 11.5 em 11.1 temos:
ux
WFa)s

)

F.
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=~ ., =_. dE' dE
De onde encontramos que F'u'= F.u ou 7 = 7 11.6
t t

Resultado igual a 5.3 da Relatividade Ondulatéria que pode ser comprovado experimentalmente,
considerando o Sol como fonte.

§12 Linearidade

A Teoria da Relatividade Ondulatéria tem como axioma fundamental a exigéncia de que os referenciais
inerciais sejam denominados exclusivamente como aqueles em que um raio de luz emitido em qualquer
direcdo a partir da sua origem propague em linha reta, o que matematicamente é descrito pelas formulas
(1.13, 1.18, 8.6 e 8.7) da Relatividade Ondulatéria:

x dx y dy z dz

_:_:ux’_:—:uy’—:—:uz 113
t dt t dt t dt

x! de ! d ! ZV dZV

B T Ay S 1.18
' dr ' dt ' dr

Woldemar Voigt em 1.887 escreveu a transformacéo linear entre os referenciais dos observadores O e O’
na forma seguinte:

x = Ax'+Bt' 12.1
t=Ex'+Ft' 12.2
Com as respectivas equagoes inversas:

, F - B
X = X+ t
AF — BE AF — BE

12.3

-F A
= X+ t
AF — BE AF — BE

!

12.4

Onde A, B, E e F sado constantes e devido a simetria ndo consideramos os termos comy,zey, z.
Sabemos que x e X' sdo as projecées de dois raios luminosos ct e ct’ que propagam com velocidade
constante ¢ (devido o principio da constancia da velocidade da luz), emitidos em qualquer direcao a partir
da origem dos respectivos referenciais inerciais no instante em que as origens sdo coincidentes e no
momento em que:

t=1 =zero 12.5
por isso na equagao 12.2 no instante em que t' = zero devemos ter E = zero para termos também t = zero,
ndo podemos exigir que quando t' = zero, seja também x’ = zero, porque no caso da propagagao ocorrer no
plano y'z' teremos x’ = zero mais t'# zero .

Reescrevamos as equagdes corrigidas (E = zero):

X = Ax'+Bt' 12.6
t=Ft 12.7

Com as respectivas equagoes inversas:

, X Bt
X=——-— 12.8
A AF
,
I'=— 12.9
F
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Para o caso da propagacgédo ocorrer no plano y’ zZ’ temos x’ = zero e dividindo 12.6 por 12.7 temos:
—=—=V 12.10

onde v é o moédulo da velocidade que o observador O vé o referencial do observador O’ se deslocar ao
longo do eixo x no sentido positivo porque o sinal da equagao € positivo.

Para o caso da propagacéao ocorrer no plano y z teremos x = zero e dividindo 12.8 por 12.9 temos:
x' B B

—=——=—"ou —=V 12.11

t A A

onde v’ € o moédulo da velocidade que o observador O’ vé o referencial do observador O se deslocar ao
longo do eixo x’ no sentido negativo porque o sinal da equagéo € negativo.

A equagao 1.6 descreve o principio da constancia da velocidade da luz, que deve ser atendido pelas
equagdes 12.6 a 12.9:

x’=c’t? =x"=c’t’ 1.6
Aplicando 12.6 e 12.7 em 1.6 temos:
(Ax'+Bt') =’ F?t? = x'"7 —c’t”

De onde obtemos:

2 '
(AZX'Z)—CZZ'Z {Fz _B__ 2A4Bx } — e

2 2
c ct

B®  24Bx
onde fazendo A = 1 no paréntese em arco e {FZ -

2 2
c ct

igualdade entre ambos os lados do sinal de igual da equagéo.

} =] no paréntese quadrado obtemos a

B’ 2A4Bx' B® 2Bx
Aplicando A=1em | F* ———=—— =1 temos F’ =I+—+— 12.12
c c’t c c’t
. B _B '
Aplicando A =1 em 12.11 temos ZZTZBZV 12.11
Que aplicada em 12.12 fornece:
v!2 2V’X'
F=l+—5+=—=F(x.1) 12.12
c c’t

sendo F(x’, t') igual a fungdo F dependente das variaveis x’ e t’.
Aplicando 12.8 e 12.9 em 1.6 temos:

2 2
xz_cztzz(i_ﬂJ _CZLZ
A AF F

De onde obtemos:

2 2
s o [ x . B 2Bx
X' —ct=|—|—Cct|—— +
{Azj {FZ A’CF? ACFt
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1 B’ 2Bx
onde fazendo A* = 1 no paréntese em arco e {— =1 no paréntese quadrado

- +
F? A’C°F’  A’C°Ft
obtemos a igualdade entre ambos os lados do sinal de igual da equagao.

Aplicando A=1¢e 12.10 em L— B’ + 2Bx = I obtemos:
' F’ AC’F? A’C°Ft '
1
F = =F(x,t) 12.13
]+ﬁ_2ﬁ
¢’ 't

sendo F(x, t) igual a funcéo F dependente das variaveis x e t.

Facamos as seguintes denominag¢des de acordo com 2.5 e 2.6:

ViV

K’:1+—2+ 5 = F =K' 12.14
c ct
v 2wx 1

K=l+—-"F=F=— 12.15

¢’ 't \/E

Como a equagao para F(x’, t') de 12.12 e F(x, t) de 12.13 devem ser iguais temos:

2
vieo 2vx! 1
F=_|1+ — > = 12.16
¢ c't v 2wx
I+5——5
c c’t
Entdo:
2 2
vo o 2vx veo 2vx!
\/1+—2——2 -\/1+—2+ s—=1ouvK -vK'=1 12.17
c c’t c c’t'
Exatamente igual a 1.10.
Reescrevendo as equagbes 12.6, 12.7, 12.8 e 12.9 em fungéo de v, v’ e F temos:
x=x"+'t 12.6
t=Ft 12.7
Com as respectivas equagdes inversas:
xX'=x—vt 12.8
,
I'=— 12.9
F
Obteremos as equacgdes 12.6, 12.7, 12.8 e 12.9 finais substituindo F pelas formulas correspondentes:
x=x'+'t 12.6

, v!2 2v’x'
t=t ]+—2+T 12.7
c c’t

Com as respectivas equagoes inversas:
X'=x—vt 12.8
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v 2w
2

t'=t, |1+ -5 12.9
c c't

Que sado exatamente as equagdes do quadro I.
B , B B . V' ,

Como v :F e V'= B entio as relagdo entre ve v’ sdo v :F ou vV'=v.F 12.18

Vamos transformar F (12.12) fungéo dos elementos V', X', e t' para F (12.13) fung¢édo dos elementos v, x e t
substituindo em 12.12 as equacgbes 12.8, 12.9 e 12.18:

F:\/1+§+2V;x'= ]+(VF2)2+ZVF(x—vt)
c c’t c 2

z
F

2 2 2 22 2 22
F:\/]+VF +2vxF _2vF _\/]+2vxF v'F

c’ c’t c’ c’t c’
5 2wF? VF? , VF? 2wF’ 1
F=lt+—————F =2F +—F-————=I=>F=
ct c c c’t ] v 2wx
T,
c c't

Que é exatamente a equacgéo 12.13.

Vamos transformar F (12.13) fungdo dos elementos v, x, e t para F (12.12) fun¢do dos elementos V', X’ e 1’
substituindo em 12.13 as equacgbes 12.6, 12.7 e 12.18:

F= ! - ! _ 1
2 N\ 2 {1 DY) 12 r ot 12
\/1+‘}2—2‘2}x IR s V() \/1+ - f"xz_ 22" :
c c’t c\F > FFt' c’F° c¢t'F° c'F
12 r ot 2 '
F= ! N S L N R A L
c’F2 ct'F c c’t

\/1_ v12 B 2V,x'
C2F12 c2t1F!2

Que é exatamente a equacgéo 12.12.

Calculemos o diferencial total de F(x', t') (12.12):

dF = a—Fdx’+a—Fa’t'
ox' ot'

como:

oF 1 V oF 1 Vv X

P i I Vi e B 12.19
ox K' c’t ot K ct't
temos:
1 vV 1 Vv X
dF = s dx'— e ’ 12.20
rect et

onde aplicando 1.18 encontramos:
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ap= L YV g L VA

:\/Fczt’ JK it dr

De onde concluimos que F fungéo de x’ e t’ € uma constante.

Calculemos o diferencial total de F(x, t) (12.13):

sza—Fdx+a—th
ox ot
como:
oF 1
Lo S0 A i _%Lzﬁ 12.21
Oox St ot 2ttt
KZ
temos:
dF:LSlzdx—%%fdt 12.22
= c't ~ctt
K? K?

De onde concluimos que F fung¢ao de x e t € uma constante.

As equacgdes 1.13 e 1.18 representam para os observadores O e O’ o principio da constancia da velocidade
da luz, validas do infinitamente pequeno ao infinitamente grande e significam que na Relatividade
Ondulatéria o espaco e o tempo sdo simultaneamente medidos. Ndo devem ser interpretadas como uma
dependéncia entre espaco e tempo.

O tempo tem uma interpretagao propria que pode ser compreendida se analisarmos para um determinado
observador a emissao de dois raios de luz a partir do instante t = zero. Se somarmos os tempos obtidos,
para cada raio de luz obtemos um resultado sem qualquer utilidade para a fisica.

Se no instante t =t = zero o observador O’ emite dois raios de luz, um ao longo do eixo x e outro ao longo
do eixo vy, transcorrido o intervalo de tempo t' os raios atingem para o observador O’ simultaneamente, os
pontos A, e A, a distancia ct’ da origem, no entanto para o observador O os pontos n&o serdo atingidos
simultaneamente. Para que ambos os raios de luz sejam simultdneo aos observadores eles deverdo atingir
0s pontos que possuam 0 mesmo raio em relagédo ao eixo x e que fornega os mesmos tempos para ambos
os observadores (t; = t, e t'y = t';), 0 que significa que realmente somente um raio de luz é necessario para
aferir o tempo entre os referenciais.

Conforme o § 1, ambos os referenciais dos observadores O e O’ sado inercial, sendo assim neles a luz
propaga em linha reta conforme exige o axioma fundamental da Relatividade Ondulatéria § 12, por isso a
diferenga entre as velocidades v e v’ é devida somente a diferenca de tempo entre os referenciais.

y=X=X'" 4, y=X=X 44

t t
Também podemos relacionar um referencial inercial para o qual a luz propaga em linha reta conforme exige
o axioma fundamental da Relatividade Ondulatéria, com um referencial em movimento acelerado para o
qual a luz propaga em linha curva, sendo que neste caso a diferenga entre v e v’ ndo é devida somente a
diferenga de tempo entre os referenciais.

Conforme o § 1, se o observador O no instante t = t’ = zero emite um raio de luz a partir da origem do seu
referencial, depois de transcorrido o intervalo de tempo t; o raio de luz atinge o ponto A; de coordenadas
(x4, ¥1, 21, t1) & distancia ct; da origem do observador O, entao temos:

2
=t 1+v——2vx'

2 2
¢ 't

30/200



Apos atingir o ponto A; o raio de luz continua a propagar na mesma diregdao € no mesmo sentido, tendo
transcorrido o intervalo de tempo t; o raio de luz atinge o ponto A, de coordenadas (x4 + Xz, Y1 + Yo, Z1 + 25, t4
+t,) a distancia ct, do ponto A4, entdo temos:

£=@=ux:>ﬁ=ﬁ=ux:> liv2 2y _ 1+V2 2% =\/11V2 Zvux
¢ dt Lo i it &

e com isso obtemos:

P V2 2vx, _, \/1 v 2vux
27027 2 2, T 2 2
¢ ¢

2 2wx 2 2 2 2v(x, +x
£+, =t 1+V2 > 1+t2\/1+v2 2wzlx=(tl+t2)1/1+v—2——2vgx=(tl+t2) 1+V—2——2(1 2)
¢t 'ty ¢’ ¢ ¢’ ¢t ¢ (t1 +tQ)

A geometria do espacgo e tempo da Relatividade Ondulatéria estad resumida na figura abaixo que pode ser
expandida para A, pontos e varios observadores.

0, 0, 0=0 0, X

t:t': ZERO

Na figura os angulos tém a relagdo y=¢'—¢ e sdo iguais os seguintes segmentos:

I
b

O,a 0=0' éiguala 0=0" a0y (0,0 ,=vt,=V't"))
0,20 éiguala0’1a 0, (0,<0,=v(t,+t,)=V(t',+t',)—>vt,=Vt,=0,<>0,+0',<>0',)
E séo paralelos os seguintes seguimentos:

O, a A, éparaleloa Oy a A

O’sa A, éparaleloa Oy a A

X=X'éparaleloa X, =X,
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O cosseno dos angulos ¢ e ¢’ de inclinagéo dos raios para os observadores O e O’ de acordo com 2.3 e
2.4 séo:

@_X
cosp—v/c
ux—v =cos@'= 4
/ 7_2vux / 7_2vux \/ +—2—&c0s¢
¢’ c
cosp—v/c
0s¢’:¢— 12.23
JK
£ , _ ,_seng
com isso temos: seng'= 12.24
VK
u’x'_{_ﬂ
u'x'+v' _ux_ c c — cos= cosg'+v'/c
C 2 2 '
1+—+2v”x 1+v—2+2”;x \/1+vz+2vcos¢’
c’ c c c c
cosd'+v'/c
os¢=¢— 12.25
[KI
E com isso temos: send= sengy 12.26
' - JK' '

O cosseno do angulo y de intersec¢&o dos raios € igual a:

1- % ]+vu2x 1- fcos¢ 1+% cos¢’

cosy = \/_ \/_ = \/_ = \/F 12.27

ysend ' send’

= 12.28
cJK ¢ JK'

A invariancia do cosy demonstra a harmonia de todas as hipoteses adotadas para o espago e tempo na
Relatividade Ondulatéria.

E com isso temos: seny =

O cos y é igual ao Jacobiano da transformac&o para o espago e tempo do quadro |, onde os radicais

2
x/_ 2‘2}: e VK'= 1+v—2+ 2vt sao considerados variaveis e por isso derivados.
C C C
! 00 g VX vux
; 0 10 0 =X
ax'_ol¥.y.2) | g o1 0 ¢
cosy=J="——= = = 8.8
ox’ ﬁixy,zti v/ OOL 1+ﬁ_ﬂ J& JK
JK K\ ¢ ¢t
1 0 0 v’ V’x’ V’u’xl
0 10 0 1+ 1+
cosy=J'= ox' _ olv.y.z1) = 0 01 0 __ it 8.8
o'’ 6(x’,y’,z’,t’) V/c? 00 1 (1 . V2 VY x/F \/F
N
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§13 Richard C. Tolman

O §4 Transformagdes dos Momentos da Relatividade Ondulatéria, foi desenvolvido baseado na experiéncia
idealizada por Lewis e Tolman, conforme referéncia [3]. Onde a colisdo de duas esferas preservando o
principio de conservagéo da energia e o principio de conservagdo dos momentos demonstra que a massa €
fungéo da prépria velocidade de acordo com:

m

o

Wy
u
]—7

onde m, é a massa da esfera quando em repouso e u = |L7| =+/uti o médulo da sua velocidade.

Analisemos a colisdo entre duas esferas idénticas quando em repouso relativo, que para o observador O’ se
denominam S’y e S’, e se deslocam ao longo do eixo x’ em sentido contrario com as seguintes velocidades
antes da colisao:

Tabela 1

Esfera S, Esfera S’»
|25 SN ! r__ !

u'x,=v u'x,'=-v

u'y',=zero | u'y',=zero

u'z',=zero | u'z',=zero

Para o observador O as mesmas esferas se denominam S; e S, e tém as velocidades
(uxj, ux,, uy;, =uz, :zero) antes da coliséo calculadas de acordo com o Quadro 2 da seguinte forma:

A velocidade ux, da esfera S, é igual a:

= u'x';+v' _ v+ _ 2
= = =
\/1+ V2 N V'u'x', \/1+ v’ L2 \/1+ 3’
2 2 2 2 2
C C C C C

A transformacgao de v’ para v de acordo com 1.20 do Quadro 2 é:

! ! !
v v _ v ___ v

2 vu'x 12 FNAY 3 12
v Ji \% vy \%
J1+ +——=L A5+ [+

c? c? c c c

Que aplicada em ux, fornece:

ux, =2 Vo
12
143V

2
C

A velocidade ux, da esfera S, € igual a:

u'x',+v' —v'!
ux, = = 2 o ’ZV +2Vv’(_v’) =zero
JZ+V2-+22 \/1+V2-|—2
c c c c
Tabela 2
Esfera S, Esfera S,
!
ux, -2V

v ux, =zero
/]+CZ
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uy,=zero uy, =zero

uz,=zero uz,=zero

Para os observadores O e O’ as duas esferas possuem a mesma massa quando em repouso relativo.
Sendo que para o observador O’ as duas esferas colidem com velocidades de mddulo igual e sentido

oposto por isso 0s momentos (p’,=p’2) se anulam durante a coliséo formando por um instante (At’) um

unico corpo de massa m, =m’,+m’,.

De acordo com o principio de conservagao dos momentos para o observador O teremos que impor que os
momentos antes da colisdo sao iguais aos momentos apds a colisao, portanto:

mux, +m,ux,=(m, +m, )w

Onde para o observador O, w é a velocidade arbitraria que supostamente por um instante (At) também

vera as massas unidas (m:m1+m2) se deslocando. Como as massas m; possuem velocidades

diferentes e as massas variam de acordo com as préprias velocidades esta equacdo nao pode ser
simplificada algebricamente, sendo as variagdes das massas da seguinte forma:

Para o lado esquerdo do sinal de igual da equagao temos:

u=ux,=2v

m

o

m, =—— ", m,  _
1~ =
\/1—(”)2 ;)" \/1_(2V)2 \/1—432
¢’ c? c? ¢

U=ux,=zero

m

o

m

o

2 2
c C C

m, =my,

Para o lado direito do sinal de igual da equacéo temos:

u=w
_ mo _ mu _ mu
[ ) \/J_WZ
2 2
c c ¢
m. = mo _ mo _ mo
27 2 7 2
\/1—(”2 1—@ \/I_Wz
c c c

Aplicando na equagao de conservagao dos momentos temos:

mux, +m,ux,=(m, +m, )w=m,w+m,w

m m m
b 2v+m,.0=———L—=w+—L=w

1’ \/ w? \/ w’
_4v- - -
¢’ ¢’ ¢’

De onde obtemos:
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2m,v 2m,w v W

- i \/,_wzj \/1_4v2’ Jr
CZ CZ CZ CZ

Como w#v para o observador O as massas unidas (m:m, +m2) ndo se deslocariam
momentaneamente solidarias ao observador O’ o0 que é concebivel se considerarmos que sao diferentes os
instantes At # At’ que supostamente as massas ficariam em repouso do ponto de vista de cada observador

e que a massa incidente com velocidade 2v € maior do que a massa em repouso.
Se operassemos com as variaveis com linha teriamos:

mux, +mux,=(m, +m, )w=m,w+m,w

my 2v' 0=t e Mo 2myw
T 0. - T
2 3\/" W2 W2 WZ
\/1+c2 \/1 2 \/1 2 \/1 2
1_L 2y C C C
2
c 3y
1+=-
CZ
2myy' _ 2mgw

De onde concluimos que w=V' o qual deve ser igual ao valor anterior de w ou seja:

’ \4
W=y =

2
1=

2
c

Relagdo entre v e V' que se obtém do Quadro 2 quando ux, =2v que corresponde para o observador O a
velocidade da esfera incidente sobre a esfera em repouso.

§14 Composicao de velocidades
Referéncia — Millennium Relativity

URL: http://www.mrelativity.net/MBriefs/VComp Sci Estab Way.htm

Escrevamos as transformacgdes de Hendrik A. Lorentz para espago e tempo da Teoria Especial da
Relatividade:

,  X—Vvt x'+vt'

x'= X=—F—
v? 14.1a y? 14.3a

e e
y'=y 14.1b | y=) 14.3b
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Z'=z 141c | z=Z 14.3c
- 2

=== | 142 |I== | 144
1—27 1—%

Destas obtemos as equagdes de transformacgao de velocidade:

, o, UxX—v u'x'+v
u'x'=—— ux=———
| vux 14.5a S 14.6a
c? c?
2 2
v
uy,[1-— u'y' [1==
u'y':—c 14.5b Uy =——"—— 14.6b
v 2
c’ c’
2 2
1421/1—‘}—2 u'z' l—v—2
u'z':—c 14.5¢c uzz—’c: 14.6¢
- PR
CZ CZ

Consideremos que em relagao ao observador O’ um objeto se move com velocidade:
uw'x'=15.10° km/s(zO,SOc) .

E que a velocidade do observador O’ em relagédo ao observador O é:
v=1,5.10°km/5(=0,50c) .

A velocidade ux do objeto em relagao ao observador O deve ser calculada pela formula 14.6a:

_u'x'tv _ 15.10°415.10°

LES 1+1,5.105.1,5.105

c 2
(3,0.104"]

ux =2,4.10° km/s(=0,80c).

Onde usamos ¢=3,0.10"km/s(=1,00c).

Considerando que o objeto se movimentou durante um segundo em relagdo ao observador O (t=1,00s)
podemos entdo com 14.2 calcular o tempo transcorrido para o observador O’:

5 5
j 1,00 l_1,5.10 .2,4.10

5)2
B 3,0.10 _ 0,60

t': 02 = 62 =
2 2 075
LA !1,5.105 ) v
2 2 1-
C C 5
(3,0.10 )2

[—ﬂ t[l_vux

=1'=0,693s .

Para o observador O o observador O’ esta a distancia d dada pela férmula:
d=vt=15.10°.1,00=1,5.10"km .
Para o observador O’ o observador O esta a distancia d’ dada pela formula:

05. 0,60
0,75

d'=vt'=15.1 =1,03923.10% km .

A distancia do objeto (do, d'o) em relagao aos observadores O e O’ é dada pelas formulas:
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d,=uxt=2,4.10°.100=2,4.10" km .

ror ' 5 5
g ) _(15.10°+15.10°) 0,60 240,105

| \/1_Vz \/1_(1’5-105)2 Jo75

¢ (3.0.10°f

0,60

V0,75

d',=u'x't'=15.10’, =1,03923.10° km .

5 5
Ve o _(wx—vy _(2410°-1510 )1’00=1,03923.105 o

’ Jl—vi \/1_(1,5.105)2
¢ (3.010°)

Para o observador O a distancia entre o objeto e o Observador O’ é dada pela formula:

Ad=d,—d=2,4.10°-15.10°=0,90.10" km .

Para o observador O a velocidade do objeto em relagdo ao observador O’ é dada por:

Ad _090.10° km _ 5 o

= Toos ~09010 km/s(=030c).
2

Relacionar os tempos t e t' utilizando a férmula t’=t1[1—v—2 sO e possivel unica e exclusivamente quando
C

ux=v e u'x'=zero O que NAo & 0 caso acima, para entendermos isso escreva as equagdes 14.2 e 14.4 na
forma abaixo:

t(l—zcos¢) t’(1+zcos¢'j
t'=—2 14.2 t=—2 14.4
1=V -
(22 6’2
_x X
Onde COS¢_Ct e cos¢ ok
As equagdes acima podem ser escritas como:
t=f(t.g) et=1"(.¢4) 14.7

Em cada referencial dos observadores O e O’ a propagagao da luz gera uma esfera de raio ¢t e ct’ que se
interceptam formando uma circunferéncia que propaga com velocidade c. Os raio ct e ct' e o sentido
positivo dos eixos X e x’ formam os angulos ¢ e ¢’ constantes entre os referenciais. Se para o mesmo

par de referencial os angulos fossem variaveis os tempos seriam aleatérios e se tornaria inutil para a fisica.
Na equacao t’=f(t, ¢) temos t’ funcdo igualmente de te ¢, se nesta tivermos ¢ constante e t’ variar devido

a t obtemos a relagdo comum entre os tempos t e t' entre dois referenciais, entretanto se tivermos t
constante e t' variar devido a ¢ teremos para cada valor de ¢ um valor de t' e t entre dois diferentes

referenciais, esta analise também vale para tzf’(t’,(/ﬁ').

Dividindo 14.5a por ¢ obtemos:

ux v v
Wy _ e c cosg—,
UX_ ¢ Cipsp=—C 14.8
C Vux A%
1-—= l——cos¢
C C

X _ux X' u'x'
Onde cosgp=—=—= € cosg/=—=—.
ct ¢ ct c
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Isolando a velocidade obtemos:

_ (cos¢—cos¢’) _ux—u'x' 14.9

v
—= ou V=
c il—cosqﬁcosqﬁ’i l_uxu’x’

2
C

De onde concluimos que devemos ter os angulos ¢ e ¢ constantes para obtermos a mesma velocidade
entre os referenciais.

A exigéncia dos angulos constantes entre os referenciais deve resolver as controvérsias de Herbert Dingle.
§15 Invariancia

As transformacdes para o espago e tempo do quadro I, conjunto 1.2 mais 1.7, na forma matricial se escreve:

x' 100 — X
y'| (010 0 y
271001 0 |z 15.1
v 1000k | ¢
Que escritas na forma abaixo representam as mesmas transformacdes de coordenadas:
x' 100—v/c| x
Yy 010 O y
z' ~1001 0 z 152
c'| 1000 VK |t
Que denominaremos como:
x' x’; 100-v/c x x;
X=x"=| 7 |2 ¥, |, a=a 0100 ,x=x'=| "V |=| %, 15.3
2 ¥ i=|001 0 217l x
ot | |ex 000 VK ct| |ext
Que s3o as fungbes x"=x" (xf ):x” (x‘,xz,x3,cx4 ):x'[ (x,y,z,ct) 15.4
Que na forma simbodlica se escreve:
x'=a . x ou na forma indexada x'' =Zaijx’ =x" =0L1.jxf 15.5

j=I
Onde utilizamos a convengao da soma de Einstein.

As transformacdes para o espago e tempo do quadro I, conjunto 1.4 mais 1.8, na forma matricial se escreve:

X 100 v x'
y| {010 O |y
z|1001 O |z 15.6
t 000K | ¢
Que escritas na forma abaixo representam as mesmas transformagées de coordenadas
X 100v/c| x'
y|_ 010 O |y
z|7loot o |z 15.7
ct| 1000VK | ot
Que denominaremos como:
x xi 100v/c x' x’;
x=x*=|7 |= 1, a'=a'y,= 8(1)(1) 0 , X'=x"= y’ =X, 15.8
z X z X
ct| | ext 000 JP et | | ex
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Que s3o as fungdes x* :x"(x" )=x"(x'1 ,x'2,x",ex' ):x"(x',y',z',ct') 15.9

Que na forma simbdlica se escreve:

4
. k i k i
x=a'.x' ou naformaindexada x :Zoc',d X' =xt=a,x 15.10
I=1

2 1 12 r o1l
sendo VK = |1+ 22 (1.7), JK'= [+ +2X_ (1.8) e VK NK'=1 (1.10).
C C X

2 4 2
c X c

As matrizes de transformagdo o = a, e a'=a',, tém as propriedades:

. 100—v/c|100V/c 1000
L , lo1o o o100 ||o100] , o
a.o :ai/a k,—zlaiia a=1001 0 001 O =loo10 —]—é‘l 15.11
" 000 VK [000K'] {0001
. 1 000 1 00 O 1000
, , 0 100 010 0 0100 j
atat—aﬂa”\=2aﬂal,\ 0 01 0 0 01 0 = 0010 :I:§kj 1512
i=1
~v/c00K |v/c004K'| [0001

Onde a' = a;; é amatriz transposta de @ =, e a" =a', é a matriz transposta de a'=a',, e § éo
Delta de Kronecker.

y 100v/c||100-v/c 1000
y _ , {010 0 010 O | |0100|_ , o
a.a—ak,ai/—;aklal/— 001 0 001 0 = 0010 —]—6_/ 1513
) 000vK'[|000 VK | 0001
. 1 00 O 1 00 0 1000
, . _ , | 0 10 O 0 10 0 | |0100|_, o
a’a’—alkaﬁ—;a,kaki— 0 01 0 0 01 0 |=loo10[~I=9 15.14
i V/c00NK' | —v/c00K | [0001

Onde a" =a', é a matriz transposta de a'=a',, e a' = @, € a matriz transposta de @ =, e 0 éo0
Delta de Kronecker.

Observagéo as matrizes o.; e 0, séo inversas uma da outra, mas néo s&o ortogonais, ou seja: & ; #a'y,
e q;#a'y.

Vi X ri .
As derivadas parciais ox" do diferencial total dx'’ :aLjdx’ das componentes das coordenadas que se

ox’/ ox
relacionam de acordo com x"':x”(xf), onde na matriz de transformacao a=a; o radical VK é

considerado constante é igual a:

Quadro 10, derivadas parciais das componentes das coordenadas:

o' o | ox! o' lex! X" v
- == = =] =0 =0 2

ox’  ox’ ox! ox’ ox’ Ox ¢
ri 12 12 12 12 12

8x’:8x4: 6x1:0 ze — Oox _0 6x4 —0

ox’  ox’ ox ox o’ ox

8x’f' _ 8x’? _ ox'’ —0 ox'’ —0 ox'’ _ ox'’ —0

ox’  ox’ ox’ ox’ ox’ ox*

ox" _ 6x’f _ 6x'j o |ox"’ —0 ox'? —0 6x': -JK

ox’  ox’ Ox ox’ ox’ Ox
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O diferencial total das coordenadas na forma de matriz é igual a:

dx"! 100—v/c| dx!
dx'2 _ 010 O dx2
a7 171001 0 | g 15.15
cdx® | 1000 VK || cdx’

dx"! 100-v/c dxi
r_ 1o dx' i 8)6 _ 0 1 0 0 _ i dx
dx'=dx" = dx'3 , A J _ax_l_ 001 O , dx=dx’ = dx3 15.16
cdx'* 000 VK cdx*
s o
Entéo temos dx'= Adx=>dx" =) Ajdx/ = dx" = —dx’ 15.17
= ox’
k k
As derivadas parciais % do diferencial total dx* :%dx" das componentes das coordenadas que se
X X

relacionam de acordo com x* :x"(x"), onde na matriz de transformagdo a'=ca',, o radical VK'é
considerado constante é igual a:

Quadro 11 derivadas parciais das componentes das coordenadas:

oxt ax! | ax! _ ox’ —0 ox' —0 ox' _v'

o't o o' P I R e e
oxt ox? | ox? —0 ox’ ] ox’ —0 ox’ _

ax// - ax// - axll - aer = axr.? - ax/4
oxtox? ox’ —0 ox’ —0 ox’ — ox’
o 11 e 2 3 4
ox"" oOx ox Oox ox Oox
of o _ oy |od _g|ar _, |2 g

o' ox! | Ox" - o’ o | }

O diferencial total das coordenadas na forma de matriz é igual a:

dx' 100v/c| dx"
dx? 010 0 | agx*
e 001 0 s 15.18
cdx*| 1000 x/? cdx'*
Que denominaremos como:
ch; 100v/¢ cﬁt
k| dx . ak_Ox" 1010 0 i gl | dx
dv=dit =) 05, |, A=4{ =202 001 o | d=dd'=| G 15.19
cdx? 000 x/z cdx'
3 Ox*
Entao temos: dx=A'dx'=> dx* :ZA'f‘ dx' = dx* :de" 15.20
=1 29

Os Jacobianos das transformagoes 15.15 e 15.18 sao:
ol ) é?gﬂgc
8)6” xl ,xl ’xl ’xl
J:axf: olx',x? x% x* “ppor o :R 15.21
oo 000 VK
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\ oy s 100v'/c

J’:aiz 8)6,)6 X ,X :010 0 _ [K, 15.22
ax/l axd,xﬂ’xﬁ,xl“ 001 O
000K’

2vux!

2
Onde VK = 1+5 -2
C C

2 It
2.5), VK'= 14424 (26) e JKAK'=1 (1.23).
C C

As matrizes de transformacdo 4 e A' também possuem as propriedades 15.11, 15.12, 15.13 e 15.14 das
matrizes o e o'.

Da fungéo ¢:¢(x" ): ¢':¢'[x" (x" )] onde as coordenadas se relacionam na forma x* =x* (x”) temos

gjl aaj{ ngz descrito como:

o¢ _ 0P Oxk _ 09 ox! . 0P o2 n 0p ox3 | 0P ox+
ox'' Oxk ox" oOx!'ox" ox?ox'" oxd ox" Ox4 ox'
ol _ 0P ok _ 0P ox! + 0P x> + 0P ox3 + 0P x4
ox'? Oxk ox'? oOx!'ox'? Ox?ox' ox3ox'? Ox4 ox'
0¢' _ 0p oxk _ 0p ox! + 0¢ ox2  0f oxs n 09 ox+
Ox'3  Oxk ox"™ Ox!ox' oOx2ox' ox3ox'3 oOx# ox'
0p _ 0p oxk _ 09 ox! n 09 ox> n 0¢ ox3 +5¢' ox*
ox'*  Oxk ox'* Ox!ox't oOx2ox™ oOx3ox't Ox4 ox'

Que na forma matricial e sem apresentar a fungéo ¢ se torna:

Oxl _ 6x1 6x1 _ 6x1 ,
— =] 3 =0 3 =0 7 =y
ox' ox' ox' ox'
8x2 _ 8x2 _ 6x2 _ 6x2 _
- —1—0 5 =] 3 =0 y =0
o9 :{ 8 8 8 8 }{ o 8 o 08 |ox ol ad e
o't Lox! ax'? ax? ox'? ax! ox? ox’ ox? | o> -0 o> -0 o> -] o> -0
axll axlz a I3 ax/4
8x4 v Ox -0 6x4 -0 6x4 __ 1 (]. v’2 v’u’x’lJ
II 2\/? axlz a I3 ax!4 K’L 02 CZ |

Onde substituindo os itens abaixo:

ox Vi _ v
o't 2K c?
ax iV
ox !4 R

L !1

o’ __1 (HﬁJrvux 't 1 (

vuxlj
ot JK' c? 2 J ox? «/_k

c
Observagéo: esta ultima relagdo demonstra que o tempo varia de forma igual entre os referenciais.
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Obtemos:

—J ox! -0 ox! -0 ox! __v_
ox'! ox'? ox'3 o't \/E
ox’ —0 o’ —J o’ -0 o’ -0

ﬁ{a o 0 a}{a o 0 o ]! a? e at

o't Lo ox'? ox'd ax'? ox! ox? oxd ax? i o’ =0 o’ =0 o’ =] ox’ =0
ox'! ox'? ox'3 ox'
ox? _v ox? -0 ox? -0 ox? __1 (], v? vuxjj
o't e o'l ox'? ox' \/Ek Icz c?

Que é o conjunto 8.1 mais 8.3 do quadro 9, operadores diferenciais, na forma de matriz.

Da fungéo ¢':¢'(x'i ):¢:¢[x” (x/ )] onde as coordenadas se relacionam na forma x" =x" (xf) temos:

o¢9'  O¢' oy
—¢——¢8L descrito como:

ox/  ox' ox/

0¢' _0¢' ax'i _ 09" ox" n 0¢' ox"2 n 0¢' o™ n 0¢' ox'4
ox!  ox'" ox! ox" ox!' ox' ox! ox"™ ox! ox't ox!
0¢' _ 04" ox'i _ 99 ox n 09" ox" n 09" ox'3 n 09" ox'4
Oox2 Ox'"ox2 oOx'" Ox* Ox'? Ox? Ox" Ox? Ox't Ox?
o¢' _ o@' ox'i _ 0¢' ox' + 0P ox" + 0p' ox"3 + 0P o'
ox3  ox'ox3 ox'" ox® Ox'? ox3  oOx" oxd  oOx'™ ox3
0f' 04" ox'i _ O oxh n 0@' ox'2 n 0P' ox'3 n 0f' ox'4

Ox*  Ox' dx*  Ox'l x4 Ox'? Ox4  Ox'3 Ox*  Ox't Ox4

Que na forma matricial e sem apresentar a fungéo ¢ se torna:

ﬁzl ox'! —0 ax'! -0 ox'! -
ox! ox’ ox’ ox?
. ﬂ:o ox'? - ox'? —0 ox'? -0
o4 | o8 0 0 o || 8 o & o |af ol at
ox/ _[axl ox? ax® o }[ax" oottt o jad )
ox! ox’ ox’ ox?
ox'? " ox'? -0 ax'? —0 ax'? _1 (1, v2 vuxlj
L ax! VK ox’ ox’ ox? x/Ek 2l |

Onde substituindo os itens abaixo:

6x'4 _ -V =—_V'

' 2AJk

o't 1 viovux' ) oxt 1 v vu'x"
=—| l+—— = = +—+

o \/E( ¢t o' JF c? c’

Observagdo: esta ultima relacdo demonstra que o tempo varia de forma igual entre os referenciais.
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Obtemos:

1 =0 =1 =0
of |6 o o o || 8 o o o |t ax?  ad ax?
ox’ _[6x1 ox? ox3 ox? }_[&’] ox'? ox'3 ox'? | ox'? =0 ox'? -0 ox? -] a7 _

ox! ox? ox’ ox?

o't _=V o't _ ox'? —0 ox'? 1 (1' V2 v’u’x’lj

_6x1 ? ax? ox’ ax? VK’ c? c?

Que é o conjunto 8.2 mais 8.4 do quadro 9, operadores diferenciais, na forma de matriz.
Aplicando 8.5 em 8.3 e em 8.4 simplificamos estas equagdes na forma seguinte:

Quadro 9B, operadores diferenciais com as equacoes 8.3 e 8.4 simplificadas:

0 _ 0 v 0 0 _ o v 0

Ox'' Ox!  c¢2 oxt 8.1 Ox! Ox'' ¢2?ox'4 8.2
0 _ 0 0 _ 0

ox'? Ox? 8.1.1 Ox?2 Ox'? 8.2.1
0 _ 0 0 _ 0

ox'3  0Ox3 812 | ox3 ox'3 8.2.2
-0 —0 —0 —0
= =JK'

cox'* cOx* 8.3B | cox* cOx'4 8.4B
0 ux! O o  ux'"' 0 _
% Wrzero 8.5 P f PP =zero | 8.5

O quadro 9B, na forma matricial fica:

I 1
{a o 0 —a}_[a 0 & -0 8 15.23

ax' ax'? ox'd cox' | | ox' ax? ox® cox? i

1
0 0 0 -0 0 0 o0 -0 0
= 15.24

{8)61 ox* ox’ c@x“} [8}6’1 ox'* ox"* cox'* (}

As matrizes quadradas das transformagdes acima sao as transpostas das matrizes Ae A'.

Invariancia do Diferencial Total

No referencial do observador O o diferencial total de uma fungéo ¢(x") é igual a:

dx!
2
dg(it )20 ik =92 i 1 90 g2 OO 2 O s {—a"ﬁl 259 aﬂ o 15.25
ox Oox ox ox ox ox' Ox~ Ox” cOx Ciz‘x A
c

Onde as coordenadas se relacionam com as do referencial do observador O’ de acordo com x* =x* (x”),
substituindo as transformagdes 15.24 e 15.18 e sem apresentar a fungéo ¢ obtemos:

100 0 J1oov/c] a”

o4 0 0 o o 0 100 0100 | g
d¢=ax_kdxk=|:axrlaxy28x;3caxr4:l 0 01 0 [001 0 | g 1526

~v'/c¢00JK' | 000VK" | car
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O produto das matrizes do meio fornece:

100 0 Jroovse] | § 99 V’éc
0 100 |otoo || J 20 0
0 01 0 |oo1 0 |7

/00K | 000K v/c001+2vj’f4
X

Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:

1 00 /e 0 00 V/e
0 10 0 (1)(1)88 0 00 0
0 01 0 = + 0 00 O

2v'dx’! 0010 2v'dx’!

—V'/c001+=— 0001 [—V'/c00 "
c dx' cdx'

Que aplicadas no diferencial total fornece:

o 1000 8 88 Véc dv'!
3 o0 0 0 0 0100 dx’'
d¢:—k dx :|: Bl B 3 ,4:| 0 0 1 O + O 00 '0 | d '3
ox ox" Ox'* ox'” cox 2V'dx' X
0001 V'/c00 EyNE cdx'*
X

Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:

0 00 Vv/c

dx/l
{8888}8888 A |V 0 0 e 2V 0
ox't ax'? ox'" cox'* Ve 002v dx'! CZC' c?ox't ox'! c? dx't ax't
det L

Onde aplicando 8.5 obtemos:

dx'* =zero

v 0 1 1 dx'' 0 s 2 dx" 0
dx" +v' dx'" +
¢’ ox' ( c’dx'* 6x’4j ¢ dx'* ox'*

Entdo temos:

0 00 Vv/c !
0 00 O dx,z
} 0 00 O Y |=zero

) dxl3
—V/c00 2V$“4 cdi’

{aaaa

ox'' ox'* ox'"? cox'

Com esse resultado obtemos em 15.29 a invaridncia do diferencial total:

o0 1000 dx’; op

_ v | 06 0 0 0 0100 dx 10 /

d¢_8xk dx _|:ax/1 aer ax/3 Caxr4:| OO 1 0 dx’3 a 2 d d¢
0001 | oy

No referencial do observador O’ o diferencial total de uma fungéo ¢(x'i) é igual a:

dxrl
Op i 08 4, 0F 42 OF .5 0F . {5¢ of' 09" o' } dx’?

g )=y =2+ + e+
o) " Tar T T T e ox'" ox'? ox” can' 62;'34
C !

14

15.27

15.28

15.29

15.30

15.31

15.32

Onde as coordenadas se relacionam com as do referencial do observador O de acordo com x"=x" (xf),
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Substituindo as transformagdes 15.23 e 15.15 e sem apresentar a fungdo ¢ obtemos:

1 00 0 J100—v/c| dx'

a¢ {aaa 0 010 0 [[010 O | dx?
d¢/ -~ 3 1533

ax!t axl 6x2 ax3 cax4j| 0 01 0 001 0 dx
v/c00VK 000 VK | cax’

O produto das matrizes do meio fornece:

1000 J100-v/c] | L 00 —v/e

0100 fo10 o | |59 O 15,34
0010 [001 0 |7 . :
v/c00K 000 VK | [v/c001-52% e
- c ax

1 00 —v/c 0 00 —v/c

010 0 (1)(1’88 000 0

001 0 = + 0 00 O 15.35
2vdx! 0010 2vdx!

v/c001-=—-] [0001] |v/c00- "
cdx ctdx

Que aplicadas no diferencial total fornece:

1000 8 88 _VO/C dx!
ap= in {iliz% 64} 01001l 000 o || 15.36
X'’ Ox Ox~ Ox” cOx 2vdyx' dx
0001 |v/c00- 71 cax*
ctdx
Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:
0 00 —v/c !
000 0 x, |
{aaaa}oooo dx:vad1_£d4_gdii
ox' ox? ox? cox’ ovax' | | axt ox'! c?dx* ox’
v/cOO—ﬁ cdx?
dx
Onde aplicando 8.5 obtemos:
1 1
V 0 dl 12 dx4 64 x4 2¥dx4 a4dx4=Z8r0
c?oxt ¢ dx” ox ¢ dx” ox
Entao temos:
0 00 —v/c dx!
o 0 0 07000 0 )O5
[——— } 0 00 O Y |=zero 15.37
ox' ox? ox® cox* 2vdx! X
/e00 - ey
dx
Com esse resultado obtemos em 15.36 a invariancia do diferencial total
26 1000 dx; o,
" | 0 & 0 @ (0100] dx
df=—"—dx'" =| ——— =d 15.38
¢ ox" [8x1 ox* ox? c&x& 00101 dx® | ¢ ’ /
0001 | cdx?
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Invariancia da Equagio de Onda

A equacgao de onda para o observador O é igual a:

al
| ot
2 2 2 2 2 100 0 i
e L
4 1 2 3 4 1 0
cax) ax)z a(x) ax) C@x) Ox Ox” Ox” cOx 000—1_6)6_3
_9_
cox?
Onde aplicando 15.24 e a transposta de 15.24 temos
Lo
. o V0 0 f1ooo]roo=x} o
12
vig-L ¢2=[51 o9 64} 001 0 |0590 010 0 | & =0
c 6(x4) Ox'" Ox'” Ox'” cox’ _v’OO«/? 000-1 001 0 0
c 000VK'| 6)5'3
cox'
O produto das trés matrizes do meio fornece:
: v] {100 ¥
0 10 o [L000]100°%
0,01 0 14570010 0 1= §of
_v’ ' 1
_ -1 9%+
200K [000-1) 000 7 Cvoo =X
C
Resultado que pode ser dividido em duas matrizes
-y -’
boo == 10007 %% =
010 0 10100 + 000 0
001 0 10010 000 0
—_v'OO 1—2\1’ X' 1000-1 -v’oo—zv'u'x”
c c? c c
Que aplicadas na equacgéao de onda fornece:
1.9
axfl
000 =~
, 1000 c 0
czax“)z o' ax'? ox'? cax'® |[001 0 000 0 o 0
000—1 100—2\/ ax(3
c c’ | 0
Leox' |
Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:
R
- x!l
000 - P
[aaaa}oooo wr|l_v.o o V.o o wux' &
" ax? ax ot | 0 00 0 ) 0 crox ox't crox! ox't ¢? (P 8(x’4)2
-V’ —2v'u'x’' 3
oo =L | ax
C 02 0
cox

Fazendo as operagdes obtemos:

20 9 wux' &
o ot o2 2 8(x’4)2
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Onde aplicando 8.5 temos:

ZV( u'x" o \ o u'x" o’
CZL o2 6x'4)8x'4 c? o2 a(x,4)z

=zero

Entdo temos:

0
- ax!
000 - P
0 0 o0 0 000 0 o'l
axrl ax/Z axr3 cax/4 0 00 0 8 —zero
:&m—hWﬂ o'’
c ¢ | o
cox'* |

Com esse resultado obtemos em 15.43 a invariancia da equagao de onda:

0

ax/l

- 9 2
aer :V2¢'—L 0 ¢/ _

0 C2 a(xr4)2
a aer
0

| cox'® |

vig L 0% [0 o o @
¢ 2 42_ 1 ’2 '3 14
cax) Ox"" Ox'” Ox'” cOx

coo~
co~o
o~oo
lLooco

A equacao de onda para o observador O’ é igual a:

&
2 g1 2 g1 2 g1 2 4 2 41 1000 a
veg L 0 _ O ¢ Ja(/ﬁ:[a o o 6}85(1)8 a}éﬂ 0
2 , 2 ’2 , 2 '2 2 , 2 /1 12 13 14
c 5&4) a&l) 5&2) 3&3) c 5Q4) ox'" Ox'* ox'” cox 000-1 e
0
L cox'*
Onde aplicando 15.23 e a transposta de 15.23 temos:
_i_
1 ox!
1000 1r 9907100 ¥ | 0
. 1 0% [a o 0 o 910006700 ¢ | o2
Vig'—-— 2=[ -3 4}001 0 ool o 010 0 X =0
ca&”) Ox Ox~ Ox” cOx Y 00VK 000 1001 0 || -
— - 3
c 000K | o
cox*

1 v 100 X
198 2 oo ofioo 2] 1002
001 0 8(1)‘1)8 010 0 |00 9
Yook [000-1]001 O | |} 2y
c 000K | [L00-142%
C

Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:

v v
100 p 1000 000 p
010 0 ~|01001,1000 0
001 0 “10010]°1000 O
XOO_HQW? 000-1 Yoo 2vux
c ¢ c
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Que aplicadas na equacao de onda fornece:

vig | o’¢ _[a o 0 a}

ox' ox? ox® eox?

19

v ox!

10007 [°00 & 0
0100000 0 ax’ |—g
0010|7000 0 o I©

000-1 XOOZWJC1 6x_3

c c? 0

cox* |

Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:

0

v | ax!

0002 1o

0.0 0 0000 0 |3
ox' ox? ox’cax* 000 0 0
XOO2WJ¢1 i’

A -

ox*

Fazendo as operagdes obtemos:

2v o 0 2vux' &
cox'oxt ¢’ ¢’ 8(x4)2

Onde aplicando 8.5 temos:

&(—uxl 0 \ 0 2vux' 0°

L c? 6x4)6x4 2 a(x“)z

Entdo temos:

v | et
000 p; Kl

0 0 0 0 ]ooo 0 |3
ox' ox? ox’ cox* | 000 0 e
Y00 2vux Py

c ¢t | o

| ox*

vo9 0 .,v3 98 2vw &

T 2 AlAd4l 2AlA4l 2 2 2
¢ Ox Ox° ¢ ox Ox cca(x“)

=zero

=zero

Entdo em 15.50 temos a invariancia da equacgao de onda:

Vi 1 o'¢ _{a o o a}

c? 8(x'4)2 ox' ox* ox® cox?

|ar
10007 2 .
0100 || ox? |_g2y 1 0@ _
0010 o —V¢‘c—za(4)2—
000-1) 75 X
d
Lcox* |
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Invaridncia das equagodes 8.5 de propagacao linear

Substituindo 2.4, 8.2, 8.4B em 8.5 obtemos:

O ux' & _ 0 v o 1 Wx'+) d
+ = + K’
Ox! ¢ ox* ox"' crox't 2 JK' /_8)(’

=zZero
4

Fazendo as operagdes obtemos:

0 ux' 0 _ 0 VvV 0 ux" o0 V 0

- = T T =zZero
ox!'  ¢? ox* ox'' crox't c? ox't crox'4

Que simplificada fornece a invariancia da equagao 8.5:

0 ,ux! 0 0  ux" 0
— 1 _ T
ox! c¢? ox4 ox"' c? ox'4

=zero

Substituindo 2.3, 8.1, 8.3B em 8.5 obtemos:

0 ux' 9 0 v 0 il(uxl—v)mé

T = T T =zero
ox't 2 ox't ox! c?2oxt c? K ox*
Fazendo as operagdes obtemos:

o u'x"' 0 0 v 0 uxt 0 v 0O
+ + + =zero

T = T
ox'"' ¢c? ox'* oOx! croxt  c? ox* c?oxt
Que simplificada fornece a invariancia da equagao 8.5:

0 ux"' 0 _ 0  ux' 0

. =+~ —zero
ox'' ¢ ox't ox! c¢? ox*

O quadro 4 em forma de matrizes se torna:

100-v/c] px'
p)c’2 _ 010 O p)c2
3171001 0
px px
E'/c 000 \/E E/c
px' | T1o0v/c]| px"
2 2
pxT | _ 010 O px’
o ~1001 0 ox”
E/c OOO\/F E'/c

O quadro 6 em forma de matrizes se torna:

[ 7y 100—v/cl| Jx'
|
x| Jx?

cp' 000 x/E cp

[ ! 100Vv/c| J'x"
Jx2|_|010 0 | g2
I3 171001 0 | gy’
cp 000 x/E cp'

49/200

15.53

15.54

15.55

15.56



Invaridncia da Equagao de continuidade

A equacgao de continuidade para o observador O é igual a:

Jx!
=~ 0Op oJx' oJx® oJx° Op 0 0 0 0 || ;2
J 't ' o At Lax! ax? ax® eoxt | X zero 18.57
cp
Onde substituindo 15.24 e 15.56 obtemos:
1 00 0 [100v/c|Jx"!
<= % [0 0 0 o 0 10 0 010 0 || w2
V"]'ax4_|:ax;lax;26xr3cax;4:| 0 01 0 [001 0 | 3|72 15.58
/¢ 00K |000VK' | cpf

O produto das matrizes de transformagao ja foi obtido em 15.27 e 15.28 com isso:

1000 J'x"
0 00 0 o
G+ | 0 0 0 0 JI01001 o oo o || 15.59
ot Lo o' o coxt || 0010 2 % J'x"?
0001| |—=v/c00 > cp'
C
Efetuando as operagdes do segundo termo obtemos:
0 00 Vv/e Jiy!
0 00 0 *, C ATl AA sl A
{a o 0 0 } 0 00 o I |__van" vop' 2vuwx" op
ox' ox'? ox'* cox' ! X7 ¢t ox't ox! ¢t ox
—'/c00 5 co'
C
Aonde substituindo Jx''=p'u’'x'! e 8.5 obtemos:
Vu'x' op' [ u'x"' o , 2Vu'x" op'
+v + =zero
CZ axr4 C2 axr4 CZ axr4
Entao temos:
0 00 Vv/c 1
0 5 o o 0 00 o |LX
[ } 0 00 0 [|S¥T_zer 15.60
ox'' ex'? ax'? cox'* vyt | X

—V'/C‘OO—2 cp'
c

Com esse resultado obtemos em 15.59 a invaridncia da equagao de continuidade:

5 1000 J'x’; A
== 0Op | 0 0 o 0 |o100|Jx?| g5, O
VJ+—= =V.J 15.61
+8x4 [Gx’l ox'* ox? c@x"‘} 0010 jry? +8x’4
0001 “cpr

A equacgao de continuidade para o observador O’ é igual a:

J/xrl
=~ Op' aJ'x" aJx” aJx” op’ o 06 o0 0 |Jx?
V.J' = I + + =T sl = :
g ox't ox!! ox"? ax” ot Lax ax? ax? eon || J'x” zere 15.62
cp'

Onde substituindo 15.23 e 15.55 temos:
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00 [[100—v/c| Jx'
00 (010 O Jx?
1 0
0

001 0 J_x3 =zero

1
o, _[a o 0 a} 8
/ JK 000 VK cp

x| o' ax? ax® cox’

-~ Op’ [a o 0 0 }
VP | 9 0 0
ox'* Lox' ox? ax® cox?

Efetuando as operagdes do segundo termo obtemos:

0 00 —v/c |

000 0 |& 1 1
{iiﬂ 0 } 0 00 0 Jx*|_v oJx _vop 2vux’ Op
ox' ox? ax® cox? ! || X° | e axt ' F axt

v/c00— 2 cp

c

Aonde substituindo Jx'=pux! e 8.5 obtemos:

1 1 1
vux' Op v( ux 0 j 2vux Op —ero

¢t oxt ¢ oxt ¢t ot
Entao temos:

0 00 —v/c 1
Jx

000 O
} Jx?

000 O e | T Eere

1
V/COO—zVL;x cp
c

{1&& 0
ox!' ox? ox® cox?

Com esse resultado obtemos em 15.64 a invariancia da equagao de continuidade:

5 1000 Jx; 5

- [0 0 0 2 or00|n| o+

v. -| 9 9 9 v+ P

g +6x'4 [8)61 ox? ox® c@x“} 0010} s’ J+8x4
0001 | cp

Invariancia do elemento diferencial de linha:

Que para o observador O se escreve como:

10007 | dx!
(as) :(olx1 )2 +(a’x2 )2 +(a’x3 )2 —(ca’x4 )2 = [abcl dx* dx’ cdx4] 8 (1)(1) 8 fo
0001 | gy

1000 1165007100 ¥ [ ax

) 910006700 ¢ | gy
(ds) =[ax ax? axcar*] 001 0 | 5590 010 0 o
Voo e 0loo1 o )

c QOVKT000=1] 500 vk [Led
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O produto das trés matrizes central fornece:

v
C
0 15.69

coco~

co~o

o—~oco

lLooco
o

—2v'dx"!
2 4
cdx'

coco ~
co~ o
oo o
;‘oomlt
|
allocoo ~
o o~ o
o —~o o

-1

Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:

15.70

atlocoo —
o o~ o
o o ©

oo |

V=[x dx? dx cax 15.71

oo~
SO—O

Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:

000

000

0 00

v 0 0 ==Y =2V dx cdx™
C2 dx14

dx!l
ax’? :v’dx’lcdx’ N d"(vd’l 2y dx'!

3 c 2d14

~o o0 |

1 2 3 4 4
[dx’ dx'” dx'” cdx’' ——cdx’ j:zero

y

000 . !

000 0 dx'"*

0 00 0 dx"”

vy 0 0 _22"’ 'dxz cdx'
c” dx'

Entédo temos: [dx’l dx'? dx'® cdx'* =zero 15.72

Com esse resultado obtemos em 15.71 a invariancia do elemento diferencial de linha:
1000 dx’;
o2 g 41010 0 || ax' 1) 2 ) 5 )2 " ,
(ds)zz[a’xldxZa’x3ca’x4 001 0 d);’3 =(dx1) +(dx2) +(dx3) —(cdx4) =(ds'y 15.73
000—1| cqy

Para o observador O’ o elemento diferencial de linha se escreve como:

(as'y =(a’x'1 )2 +(a’x'2 )2 +(a’x'3 )2 —(cabc’4 )2 = [dx’1 dx'* dx” cdx’4:| 15.74

SO O

15.75

SoOo—
SO~ O
O~ OO
L
S —O O

S oo

oo~ O
|

;loomk

.

=
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O produto das trés matrizes central fornece:

1000 90010022 100 -
0100 15790 cllo10 0
001 0 o010 8(1)(1)8 = 001 0 15.76
—y .
-y -1 -
- 00K J000-1] 50 =001+ 20E
c cdx
Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:
% v
1 00 - 100 0 000 -
010 0 10100 000 O
001 0 1‘0010*000 0 15.77
—v00_1+2;/dx 000-1 =V 00 2;/dx4
c cldx c cdx
Que aplicadas no elemento diferencial de linha fornece:
%
10007990 = dx;
2 0100 000 O dx
(as') =fax'aareac ]| 500 0 1+ 0 00 o || A 15.78
000-1 -V 2vdx' cdx?
c crdx*
Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:
_ 1
000 - dx; o 1
000 O —vdx'cd - 2vd
[cl)cld)czcl)c3ca’)c4 000 0 Z,;} :% +cdx4(?vdxl+c—rcbci40dx4j:zero
V00 2vdx' || cdx?
— V0=
c c”dx
Entao temos:
%
000 -~ dx!
[dxldxzclx}cdx4 8 88 8 3;3 =zero 15.79
__Vooz_:dii _cdx4
c c”dx
Com esse resultado obtemos em 15.78 a invariancia do elemento diferencial de linha:
1000 dx;
' 0100 || 4 2 2 2 2
(ds )zz[dxldxzdx3cdx4 001 0 d§3 :(dxl) +(dx2) +(dx3) —(cdx4) =(ds)’ 15.80
000—1| cax?

No §7 como conseqiéncia de 5.3 obtivemos a invaridncia de E#i=E'#i' onde agora aplicando 7.3.1, 7.3.2,
7.4.1,7.4.2 e as formulas de transformagéo de velocidade do quadro 2 obtemos novas relagdes entre Ex e
E'x' distintas de 7.3 e 7.4 e com elas reescrevemos o quadro 7 na forma abaixo:

Quadro 7B
e EVK B Ex\/'K
(1_") 7.3B (1+ v ) 7.4B
ux ux
E'y'= EyVK 731 | BY=EYVK 741
E'z'=EzK 732 | Ez=E"ZNK 7.4.2
B'x'= Bx 7.5 Bx=B'x' 7.6
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Iy — L — R r_v_’ 1t
B'y'=By+—5 £z 751 | By=By=3Ez 7.6.1
B'z'=Bz—LE Bz=B'z+ o Ey
2 7.5.2 PERNg 7.6.2
_ﬂ [ u'x' [
By=-—£2 7.9 By=-——74"7 7.10
= ﬂ ' ﬂ [
Bz=—"5Ey 791 | BEF=TEY 7.10.1
il
ux u'x
Com os quadros 7B e 9B podemos obter a invariancia de todas as equagdes de Maxwell.
Invariancia da lei de Gauss para o campo elétrico:
a ! ! a ! ! a ! ! !
Y, eEy Bz _ P 8.14
ox' oy’ oz' &,
Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:
0, v o) ExNK  OEWK  ExNK _ K
ox ot ( -v/ ux) oy 0z &
Onde simplificando e substituindo 8.5 obtemos:
0 -10 Ex oFEy Ez
—+Vy —— GO 2P
ox ux ox)|(1-v/ux) oy oz s,
Que reordenada fornece:
0 1= Ex N 8Ey Ez _p
ox ux ) |(1=v/ux) oy 82 g
Que simplificada fornece a invariancia da lei de Gauss para o campo elétrico.
Invariancia da lei de Gauss para o campo magnético:
a !xV a VyV a !Z!
+ + = zero 8.16

ox' oy' oz’

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

(Q+Lﬁjg +3(By+—Ezj+i[Bz——Eyj=o
ox ¢~ ot oy c 0z c

Que reordenada fornece:

OBx OBy 0Bz v |[OEz OEy 0Bx
+ + +— - + =
ox oy 0z oy oz ot

Onde o termo entre paréntese é a lei de Faraday — Henry (8.19) que é igual a zero por isso obtemos a
invariancia da lei de Gauss para o campo magnético.
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Invariancia da lei de Faraday - Henry:

OE'y' OE'X' _ 0B'Z
ox' oy’ ot'

8.18

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

(Lﬁj@@_gﬂ:_@g(&_%@j
C

ox ¢’ ot Ay (1-v/ux) t

Que simplificada e multiplicada por (l - v/ux) obtemos:

@(l_L]_aﬂ_ﬁﬁ(l_L]
ox ux oy ot ux

Onde fazendo os produtos e substituindo 7.9.1 obtemos:

8Ey_8Ex__GBz+L(8ﬂ+ﬂ8ﬂJ
ox Oy ot ux\ ox ¢> ot

Como o termo dentro do paréntese é a equacgdo 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei de
Faraday — Henry.

Invariancia da lei de Faraday - Henry:
OE'z OE'y'  OB'Y

o o ot
Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

OBz g~ OB k- g 9Bx
oy oz ot

8.20

Que simplificada fornece a invariancia da lei de Faraday — Henry.
Invaridncia da lei de Faraday - Henry:

OE'x' OE'z OBy
oz o’

8.22

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

o ExJK o v o 0 v
—Z_—¥>* |47 IE \/_:—\/E— By+—F
0z (l—v/ux) (ﬁx c? 81‘) y 8t( 4 c? Zj

Que simplificada e multiplicada por (l—v/ux) obtemos:

%_%(I_LJ_1%(1_LJ__@(1_LJ_LGE(1_Lj
Oz Oox ux ¢’ ot ux ot ux c¢? ot ux

Que simplificando e fazendo as operagdes obtemos:

OEx OEz _ 0By v (aEZ GBy)
0z Ox ot ux

Onde aplicando 7.9 obtemos:
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OEx OEz _ OBy __(8Ez L ux GEZJ
oz  Ox ot ox ¢’ ot

Como o termo dentro do paréntese € a equacgao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Faraday — Henry.

Invaridncia da lei de Ampére - Maxwell:

OB'y' OB'x T e OF'z
ox' oy’ ot'

8.24

Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:

(i+ Y aj(By le j_aai—ﬂojz+goﬂo\/E§EZ\/E
y

ox ¢ ot c
Que simplificando e fazendo as operagdes obtemos:

OBy 0OBx OEz 1 v OEz 1 2vux OEz v 0Ez v 0By 1 v’ OFz
T T Mzt eyt RPTI A T2 A 2 A
ox 0Oy ot c*c> ot ¢t cF ot P ox o Pt oot

Onde simplificando e aplicando 7.9 obtemos:

OBy 0Bx OEz 1 2vuxO0Ez v OEz v (—ux %j

_BX L Fve _ _r
ox oy TETOHTETTOTE o Tl e Al o

Que reordenada fornece

Jz+¢& - —
= Ho oo c? ot Oox

OBy 0Bx OEz v (ux OFz N 8&)
Ox ay ot ¢’

Como o termo dentro do paréntese € a equacgao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére - Maxwell:

Invaridncia da lei de Ampére - Maxwell:

OB’z By L OE'x'
— /J J xX+E ll’lo 826

o o or'
Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:

0 v 0 v 0 ExJK
| Bz—-—Ey|-=| By+—Ez Jx = pv)+ e prg K ———

ay( o2 yj 82( Y 2 j /uo( pV) oMo ot (l—v/ux)
Fazendo as operagdes obtemos:
0Bz OBy _ ,qu—i-L aEy—k%—yczp rEu 1+ﬁ_2vux OEx 1

oy Oz ‘ c\oy oz ‘ 0 & * ) o (1-v/ux)
Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss e multiplicando por (l—u—‘;j obtemos:

0Bz OBy O0Ex v (0Bz OBy v OEx vz( 1 aEx) 1 v20Ex 1 2vuxOEx

Jx+ + - +— +
oy oz MM ety ux( oy oz 17T T c\ux ax ) crer ot ¢ o2 ot
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Onde substituindo Jx = pux, 7.9.1, 7.9 e 8.5 obtemos:

0Bz OBy OEx v (uxOEy uxOEz v 0Ex v’ (-10Ex\ 1v?0Ex 1 2vuxoEx
T S He ey 12 T e 2 22 2 2 2

oy 0z ot ux\c” 0y ¢ Oz ¢c”Ox ¢ \¢" Ot ) cco 0Ot ¢ ¢ ot
Que simplificada fornece:

0Bz OBy OEx v (OEy OFEz 2 v OEx 1 2vux OEx
= W IX Gy | = Uy P | -

oy 0Oz o ¢\ oy Oz ¢ Ox ¢ ¢ ot

Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss obtemos:

0Bz OBy OEx v OEx v 0Ex 1 2vuxOEx
c2 Ox ¢ Ox c¢? c? o

OBz OBy OEx 2v (8Ex ux 8Exj

————=u,Jx + & -— +
oy 0Oz Ho oo o c*\ ox ¢ ot

Como o termo dentro do paréntese € a equagao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére - Maxwell:

Invaridncia da lei de Ampére - Maxwell:

oBx Bz _ o, OEY 605
aZ' ax, ﬂo y o/’lo at’ -

Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:

OBx 0 v 0O % 0
— | —4+—— || Bz——Ey |=uJy+ . i, N K —EyVK
oz (ﬁx czﬁtj(z e yj HolV T Eolto N2 5 2

Fazendo as operagdes obtemos:

OBx 0Bz _ .., , OBy, 1v OBy 12vux0Ey v 0By v 0Bz 1y 0Fy
Oz ox HolV ™ Sobly ot c*ct ot et o Fox ottt ot

Onde simplificando e aplicando 7.9.1 obtemos:

0Bx OBz, s.g aEy_L2vuxaEy_L5Ey+L(ﬁaﬂj
Oz Oox HosV T Sobly ot ¢t ¢ o ¢ ox ct\e? ot

Que reordenada fica:

T T MY T ey ———— | ¢

OBx 0Bz OEy v(ux@ﬂ_i_aﬂj
0z  Ox o c*\c* o ox

Como o termo dentro do paréntese € a equacgao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére - Maxwell:
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Invaridncia da lei de Gauss para o campo elétrico sem carga elétrica:

OE'x' OE'y' OE'Z
+ +
ox' oy’ oz'

= zero 8.30

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

(a v aj(ExJE +aEyJE+EzJE:

_+__
ox c*ot)(1-v/ux) oy 0

zero

Onde simplificando e substituindo 8.5 obtemos:

0 (—1 aj Ex OEy Ez
—+V ——= + +—=zero
ox ux ox ) |[(1-v/ux) oy oz

Que reordenada fornece:

0 [ v j Ex OEy Ez
—1-— + +—=1zero.
ox ux ) |(1=v/ux) oy oz

Que simplificada fornece a lei de Gauss para o campo elétrico sem carga elétrica.

Invaridncia da lei de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

OB'y' OB'x'" _ OE'Z

& 8.40
o o M

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

( 0 +L£j(3y+LEZJ_%:goﬂOR§EZ\/E
y

ox ¢ ot c?

Fazendo as operagdes obtemos:

OBy 0Bx 0Ez 1 v*0Ez 1 2wux0Ez v 0Ez v 0By 1 v’ OEz
I Y L g e e g R ~ A T2 T 2
ox Oy o ¢ ¢ Ot ¢ ¢ O ¢ Ox ¢ Ot ¢ ¢ ot

Onde simplificando e aplicando 7.9 obtemos:

OBy 0Bx OEz 1 2vuxOEz v OEz v (—ux aEzj

g — —_—— —_——
x oy My T a S S\l a

OBy 0Bx OFz v (ux OEz OFz
e ) aaroni s R S
ox Oy o ¢ \c° ot ox

Como o termo dentro do paréntese é a equacgao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

58/200



Invariancia da lei de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

a IZI a Iyl_ a lxl

— =g 8.42
o o M

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

0 v 0 v 0 Ex'VK
5(32 —c—zEyj ——(By +c—2Ezj = g K ——

Oz ot (1-v/ ux)

Fazendo as operagdes obtemos:

0Bz 8By 8Ey OFEz v’ 2vux \OEx 1
= A + ool 14— ——
o oz c ot (1-v/ux)

8y oz c
Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss sem carga elétrica e multiplicando por (l—v/ux) obtemos:

OBz aBy 8Ex+l OBz 0By v OEx v_( 1 8Exj Lﬁ@Ex_Lhux@

v oz M a Tl ey ) o dlmox ) o & & o

Onde substituindo 7.9, 7.9.1 e 8.5 obtemos:

%_83)}_8 8Ex+l ux OEy  ux Oz _LaEx+ﬁ(—_18Exj+ 1 v v: 0Ex 1 2vux OEx
oy 0z oko ot ux\c* oy ¢’ oz ¢ ox P\’ ot ctct ot & ot
Que simplificada fornece:

0Bz OBy OEx v (OEy OFz v OEx 1 2vux OEx

T TEH —t + TSI T o

oy 0Oz ot oy Oz ccox ¢ ¢ ot

Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss sem carga elétrica obtemos:

0Bz OBy _ OEx v OEx v OEx 1 2vux OEx

=&
v oz My T e S & & ar
Que reordenada fica:

OBz OBy OEx 2v OEx  ux OEx
- =y Jx + gy —— —+—
oy Oz Ot ox ot

Como o termo dentro do paréntese é a equagao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

Invaridncia da lei de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

a !x!_a !Z!_ a !y!

=& 8.44
oz o Mgy

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

Bx (8 v 8)(32__@)_80#0\/_ EvWK

0z ox c?ot
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Fazendo as operagdes obtemos:

=gy lly ——+
Oz ox 0ottt ot e ot Pox ottt et oot

OBy 0Bz _ 0By 1 v OBy | 2wixdEy v dEy v dBz 1V’ dky
2

Onde simplificando e aplicando 7.9.1 obtemos:

OBx 0Bz OEy 1 2vux 8Ey_l8Ey+L(ﬂ8ﬂj
0z  Ox ot c¢> ¢ ot c* ox ct\ct o

Que reordenada fica:

—— — 8 —_——
ot c? ot ox

OBx 0Bz _  OEy v(uxaﬂ_'_aﬂj
0z  Ox o

Como o termo dentro do paréntese é a equagao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

§15 Invariancia (continuagao)
Uma funggo f(8)= f(kr —wr) 2.19
Onde a fase é igual a @ = (kr — wt) 15.81

Para representar um movimento ondulatério que propaga em uma diregdo arbitraria deve satisfazer a
equacao de onda por isso temos:

k {%_ (x> + 57 +22)} o(e) i

= zero 15.82

2\0°/0) ,22°(0)
J

x> +yi+z
e+ 06" 06"

_ + —_
r r o6 r’
Que nao atende a equacgéo de onda porque os dois Ultimos termos se anulam mais o primeiro n&o.
Para contornar este problema reformulemos a fase @ da fungdo da forma seguinte.

Um vetor unitario como

n :cos¢f+cosoﬁ+cosﬂl€ 15.83
X x z z

onde cos¢p=—=—, cosazzzl, cosff=—=— 15.84
r ct r ct r ct

tem o moédulo iguala 7 = |ﬁ| =+nn= \/cos2 p+cos’ a+cos” B =1. 15.85

Fazendo o produto

x4y +zt ot
4 15.86

ﬁﬁ:(cosﬁ +cosaj +cos,B/; )(xf+ yj+zl€ ):cos¢x+cosay+cosﬂz:
r r

obtemos r = 7i.R = cos @x + cos ay + cos Pz que aplicado na fase @ fornece uma nova fase
o= (kr - wt): (kﬁlé - wt): (kcos¢x+kcosay+kcosﬂz - wt) 15.87

com o mesmo significado da fase anterior 9=® .

- w
Substituindo 7 =n.R = cos ¢x + cos ay + cos fz e k=— na fase € multiplicada por —1 obtemos também
c

uma outra fase na forma
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C C

o :(_1)(kr_wt):(wz_kr):[w[t_iﬂ :M_C‘W “OS“y*COS/”ZH 1588

com o mesmo significado da fase anterior (— 1)(9 =0.

E assim podemos escrever uma nova fungdo como:

cos@gx+cosay+cos
f(d)):f{w(t etcosay +cosf Zﬂ 15.89
c
Que substituida na equagao de onda com os co-senos diretores considerados constantes fornece:
o f(@) w? o f(@) w? o f(d) w? o f(d)w?
f—(z)—2cos2 ¢+f—(2)—2cos2 05+f—(2)—2cos2 ,B—f—(2)—2=zero 15.90
ob° ¢ ob° ¢ ob” ¢ ob” ¢

que simplificada atende a equagéao de onda.

O resultado positivo da fase @ na equacdo de onda é conseqiiéncia exclusiva dos co-senos diretores
serem constantes nas derivadas parciais, demonstrando que a equagao de onda exige que a propagagao
tenha uma diregao fixa no espaco (onda plana).

Para o observador O uma fonte situada na origem do seu referencial, produz em um ponto A aleatério
situado a distancia r=ct=\/x2 +y2 +z% da origem, um campo elétrico E descrito por:

E = Exi + Eyj + Ezk 15.91

Onde as componentes sdo descritas como:

Ex=E, .f(®)
Ey=E, .f(®) 15.92
Ez=E,,.f(®)

Que aplicadas em E fornece:

E=E f(0F +E, f(0)j+E, /(@) =|E i +E,j+E,]f(®)=E, () 15.93

com modulo igual a E:\/(Exo )2 +(Eyo )2 +(EZO )2 .f(CD):>E:Eo.f((D) 15.94

Sendo EO :Ex0f+Ey0j+Ezol€

15.95
o vetor amplitude maxima constante de componentes E,q, Eyo, Ex 15.96
. 2 2 2
e médulo £ :\/(Exo) +(Ey0) +(EZO) 15.97

Sendo f(CD) uma fung&do com a fase @ igual a 15.87 ou 15.88.

Derivando a componente E, em relagao a x e t obtemos:

OEx_p of (®)od _ E of (®)d(kr—wr) _ E of (@) hx _ E f (@) kx 1508
ox ob ox odb ox oD r oD ct

OEx _ E of (@)od _ E of (®)o(kr—wt) _ E of (@) (-w)
ot oD ot oo ot oD
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que aplicadas em 8.5 fornece

Ox x—/zt%zzem:Em 8f(<l))8q)+x/2tEm af(qb)ﬁ(l) =zero=>FE _8f(®)(82+x_/2t82J:Zero

ox ¢~ ot ob ox ¢ ob ot ob \(ox c¢° ot
af((D)(agg'X/tan: 62 x_/ta;q):zero 15.100

“ o \ox o ox ¢ ot

demonstrando que é a fase @ que deve atender a 8.5.

oD  x/tod Akr—wt) x/t d(kr—wt) kx  x/t x(, w

—+———=zero= +— :zer0:>—+—2(—w):zer0:>— k—— |=zero

ox ¢ ot ox c ot ct ¢ ct c

w ~
como k =— entdo E, atende a 8.5.
c

Como a fase € a mesma para as componentes E, e E, entdo elas também atendem a 8.5.

Como as fase para os observador O e O’ sdo iguais (kr—wt)=(k'r'—~w't') entdo as componentes do
observador O' também atendem a 8.5.
6(kr—wt)+x/t o(kr—wt) o(k'r'-wt) x'/t o(k'r'—wt)

3 = 3 =zero 15.101
ox c ot ox' c ot'

As componentes relativas ao observador O do campo elétrico se transformam para o referencial do
observador O’ de acordo com os quadros 7, 7B e 8.

Uma fungédo na forma:

P =) 2 o = cos(kox —wt )+ i sen(kx —wt) = cos @ +i sen ® 15.102

onde i=\/—_1

Tem as seguintes derivadas:

a—\P=—ksenq)+kicosq) e a—IP=wsenq)—wicosq) 15.103

ox Ot

ou a—lP:ke’q’ e a—lP:—we’“I’ 15.104
ox Ot

Que aplicadas em 8.5 fornece:

b4 v
0 +x_/ta_ = zero = (—ksenCD +kicosCD)+ x—/t(wsenCD —wicosCD)= zero

Ox c2 ot c2

que simplificada fica igual a:

xw . XWI
[—k+TJsend) +(kl —chosq) = zero
c't c't

ou ¥ x/1O¥ zero = (ke"CI> )+ x—/t(— we'® )= zero
ox ¢? ot c?

para obtermos uma identidade devemos ter os coeficientes iguais a zero por isso:
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xw xw
—k+T:Z€}"O:>k:—2

c't ct
. XWI xw
kl——2=zer03k=7
ct c't
; x/t ; W
(ke’q) )+ —2(— we'® )= zero=k=—-
c c't

onde aplicando w = ck obtemos:

xck x
k=—2:>—=c
ct t

Entdo para atendermos a equagéao 8.5 devemos ter uma propagacao ao longo do eixo x a velocidade c.

) X
Se aplicarmos w =uk e v =—obtemos:
t

_xw_vuk c

k="="F=u=—.
c’t c? %

Resultado também obtido da equacéo de onda de Louis de Broglie.
§16 Tempo e Freqiiéncia
Elevemos o efeito Doppler a categoria de uma lei da fisica.

Podemos definir relégio como qualquer aparelho que produza uma freqiéncia de eventos idénticos em série
que possam ser enumerados e somados, de tal forma que um evento aleatério n de um aparelho, seja
exatamente igual, a qualquer evento da série de eventos produzidos por outra réplica desse aparelho
quando os eventos sdo comparados em repouso relativo.

O movimento ciclico do ponteiro de um relégio em repouso no referencial do observador O marca o tempo
neste referencial e o movimento ciclico do ponteiro de um relégio em repouso no referencial do observador
O’ marca o tempo neste referencial. As féormulas de transformagao de tempo 1.7 e 1.8 relacionam os tempos
entre os referenciais em movimento relativo, ou seja, relacionam movimentos em movimento relativo.

O movimento relativo entre os referenciais inerciais produz o efeito Doppler que prova que a freqiiéncia
varia com a velocidade e como a frequiéncia pode ser interpretada como a freqiéncia do movimento ciclico
do ponteiro de um reldgio, entdo o tempo varia na mesma propor¢cdo que varia a frequéncia com o
movimento relativo, isto &, basta substituir o tempo t e t' nas férmulas 1.7 e 1.8 pelas freqUéncias y e y’ para
obtermos as formulas de transformacéao de freqiéncia, assim:

t=tJK = y'= y\/f 1.7 se transforma em 2.22

t=tJK = y= y’x/F 1.8 se transforma em 2.22

A transformacdo de Galileu u'=u —Vv de velocidades entre dois referenciais inerciais possui
intrinsecamente trés defeitos assim descritos:

a) A transformacéo de Galileu de velocidade para o eixo x é u’'x'=ux —v. Nesta se tivermos ux =c entéo
u'x'=c—vesetivermos u'x'=c entdo ux =c+v.Como ambos os resultados simultaneamente ndo sdo
permitidos ou teremos ux =c ou u'x'=c entdo a transformagdo ndo permiti que um raio de luz seja
simultaneamente observado pelos observadores O e O’ 0 que demonstra o privilégio de um observador em
relacdo ao outro porque cada observador s6 pode observar o raio propagando em seu préprio referencial
(defeito intrinseco a analise cldssica do efeito de Sagnac).

b) Também nao atende a primeira lei de Newton a lei da inércia porque um raio de luz emitido paralelo ao
eixo x a partir da origem dos respectivos referenciais inerciais no instante em que as origens sao
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coincidentes e no momento em que t = t' = zero tera pela transformacao de Galileu a velocidade ¢ da luz
alterada por +v para os referenciais, contrariando a lei da inércia, que nao permitiria que houvesse
variagdo na velocidade porque n&o existe nenhuma agao externa atuando sobre o raio de luz e por isso
ambos os observadores deveriam observar o raio de luz com velocidade c.

c) Como considera o tempo constante entre os referenciais ndo produz a variagdo temporal entre os
referenciais em movimento como exigido pelo efeito Doppler.

O principio da constancia da velocidade da luz nada mais é do que uma exigéncia da primeira lei de Newton
a lei da inércia.

A primeira lei de Newton a lei da inércia é introduzida na transformacado de Galileu, quando o principio da
constancia da velocidade da luz é aplicado na transformacdo de Galileu obtendo as equagdes dos Quadros
1 e 2 da Relatividade Ondulatéria que ndo possuem os trés defeitos descritos.

As equagdes para o tempo e a velocidade dos quadros 1 e 2 podem ser escritas como:
2
t'=t 1+V——&cos¢ 1.7
cz c

% 2v
1+—2——cos¢
C C

Vi
t=t'\[1+—+—cos¢’ 1.8
C C
v= v 1.20
/2 !
1+V2 +2v cos¢@'
C C

A distancia d entre os referenciais & igual ao produto da velocidade pelo tempo assim:

d=vt=V't 1.9
Que nao depende do angulo de propagacédo do raio de luz, sendo exclusivamente fungdo da velocidade e
do tempo, ou seja, o angulo de propagacao do raio de luz sé altera entre os referenciais inercial a proporgéo
entre o tempo e a velocidade mantendo constante a distdncia em cada instante para qualquer angulo de
propagacéo,

As equagdes acima na forma de fungao se escrevem como:

d=elv,t)=¢ (V1) 1.9
= f(vt,9) 1.7
Vv=g(v,¢) 1.15
t=1"(v.1.¢) 1.8
v=g'(v,¢) 1.20

Entdo temos que a distancia é funcdo de duas variaveis o tempo funcao de trés variaveis e a velocidade
fungéo de duas variaveis.

Da definicado de momento 4.1 e energia 4.6 obtemos:

I
pP=—u 16.1
c
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Que elevada ao quadrado fornece:

2 2

u c’ 2
—~===p 16.2
¢’ E’
Elevando ao quadrado a férmula da energia obtemos:
2
m,c’ 2
2 _ 0 2 2U° 2 4
E°= = | = E"—E “>=mc
-4 ¢
2
c
Onde aplicando 16.2 obtemos:
2 ZI/IZ 2 4 2 2 CZ 2 2 4 2 2 2
E°—E"==myc" =>E —E" =5 p =m;c’ =>E=c\p” +m;c 4.8
c E

De onde concluimos que se a massa de repouso de uma particula € nula m = zero a energia da particula

éiguala E=cp. 16.3

Que aplicada em 16.2 fornece:

2 2 2 2
u_ c p2:>u_: c pzju:c 164

o EC T (o)

De onde concluimos que o movimento de uma particula com massa de repouso nula m_ = zero sera

sempre a velocidade daluz u =c.

Aplicando em E =c p asrelagbes E=yh e c=y\ obtemos:

h
yh:ykp:pz% e da mesma forma p'= 7 16.5

Equacgao que relaciona o momento de uma particula de massa de repouso nula com seu comprimento de
onda.

Elevando ao quadrado a férmula de transformagao de momento (4.9) obtemos:

2
[9’=13—C£2\7:>p’2 =p’ +f—4v2 —ZC%vpx

Onde aplicando E=cp e pxzpcosd):p@ encontramos:
c

2 2
pi=p’+ (cp4) v —2%\/}9%: p':p1/1+v—2—2v—7;x = p’zp\/E 16.6
c c c c c

Onde aplicando 16.5 resulta em:

p’:p\/fj%:%\/fzﬂ’:i ou invertida ﬁ:L 2.21

JK JK'
Onde aplicando ¢ = yA e ¢ = )'A' obtemos:

y'=yJK ouinvertida y = y' K’ 2.22

No § 2 obtemos as equagdes 2.21 e 2.22 aplicando o principio da relatividade a fase da onda.
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§17 Transformacgao de H. Lorentz

Para dois observadores em movimento relativo a equagdo que representa o principio da constancia da
velocidade da luz para um ponto aleatério A é:

X’2+y'2+z'2—czt'2:XZ+yz+zz—czt2 17.01

Nesta cancelando os termos simétricos obtemos:

x? el =x? —ctt? 17.02
Que podemos escrever na forma:
(X'—ct')(x'+ct')= (X—ct)(x+ct) 17.03
Se nesta definirmos os fatores de propor¢éo r e x4 como:

17.04

{(X’—ct'):n(x—ct) A

(x'+ct')= u(x+ct) B
onde teremos que ter 77.u =1 para atendermos a 17.03.

As equagdes 17.04 foram obtidas originalmente por Albert Einstein.

Quando para o observador O’ um raio de luz propaga no plano y’z’ teremos x’ = zero e x = vt condi¢gdes que
aplicadas na equacgao 17.02 fornece:

2
0-c’t?=(vt) —c’t? =z v=t [1-Y5 17.05
C

Resultado que as equagdes A e B do conjunto 17.04 sob as mesmas condi¢gées também devem fornecer:

2
[0—ct I—V—zj:n(vt—ct) A

(&}

17.06
2
(0+ct,/1—Z—2]=y(vt+ct) B
Destas obtemos:
17.07
Onde comprovamos que 77.u=1.
Do conjunto 17.04 obtemos as Transformagdes de H. Lorentz:
_(m+p)  (u-1)
=75 X+ 3 ct 17.08
comm), (ra) 17.09
2 2
_m+p) , (-p)
X= 3 X'+ 3 ct 17.10
ctz(”;”)xur(”;”)ct' 17.11
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Efeito de Sagnac

nru pen n—p
2 2 2
v v v v
c . ! c _ c+1 c .2 _ ntk__ 1 17.12
5 :
R AR I -
c c
v v v v v
c _ ]+C’: ! ! C ZC :>,U577_ C2 17.13
v v
= \I-= v -V v v
C C \/1+C\/1 c \/]_CZ _?
v v v v v
e e _Moite 2 _#_ e 714
z \1+7 \/I—V\/1+V \/ _v? v’
¢ c 2 2

No instante em que as origens dos dois observadores coincidem o tempo é zerado (t = t' = zero) em ambos
os referenciais e dois raios de luz sdo emitidos a partir da origem comum, um no sentido positivo (horario
indice c) dos eixos x e x’ com frente de onda A. e outro no sentido negativo (anti-horario indice u) dos eixos
x e X’ com frente de onda A,.

As condi¢cbes de propagagao acima aplicada nas equacgdes de Lorentz fornecem os quadros A e B abaixo:

Quadro A
Equacao Raio horario (c) Equacao Raio anti-horério (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condicao x.=ct, Condicao x,=—Ct,
17.08 x'.=uct, 17.08 x' =-nct,
X'\ =pux, x', =nx, X' +x' = ux_+nx,
17.09 ct'.=uct, 17.09 ct',=nct, ct' +ct',=uct, +nct,
x'.=ct', x', =—ct',
Quadro B
Equacgao Raio horario (c) Equacao Raio anti-horario (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condicao x'.=ct', Condicao x',=—ct',
17.10 x.=nct', 17.10 x, =—puct',
X =nx'; X, = pux', XX, =X +ux',
7.1 ct,=nct', 7.1 ct,=uct', ct.+ct,=nct' +uct',
x,=ct, x,=—ct

Observemos que os quadros A e B sado inversos um do outro.

Formemos o conjunto das equacgées de soma dos raios dos quadros A e B:

D'=ct'_+ct',=uct_+nct,
D=ct_+ct,=nct'+uct',

A
B
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Onde para o observador O’ D'=A <> A_ é a distancia entre as frentes de onda A, e A; e onde para o

observador O D=A , <> A_ € a distancia entre as frentes de onda A, e A..

Nas equagbes acima 17.15 devido a isotropia do espago e tempo e as frentes de onda A, <> A_ dos dois

raios de luz ser as mesmas para ambos os observadores, a soma dos raios de luz e dos tempos deve ser
invariavel entre os observadores o que expressamos por:

D'=D=ct' +ct',=ct . +ct, =3 t'=>¢t 17.16

Este resultado que equaciona a isotropia do espago e tempo pode ser denominado como o principio de
conservagao do espago e do tempo.

As trés hipoteses de propagacdes definidas a seguir serdo aplicadas em 17.15 e testadas para ver se
cumpre o principio de conservacgao do espago e tempo dado por 17.16:

Hipotese A:
Se 0 espago e o0 tempo sdo isotropicos e nao existi nenhum movimento privilegiado de qualquer um dos

observadores sobre o outro no espago vazio, entdo a geometria de propagagédo dos raios luminosos se
equaciona por:

|ctc|=|c‘t'u

e lct,|=lct. 17.17
Hipdtese que aplicada na equagéo A ou B do conjunto 17.15 atende o principio de conservagéo do espaco
e tempo dado por 17.16.

A hipoétese 17.17 aplicada nos quadros A e B resulta em:

ct'.=uct A
Quadro A c :
ct',=nct', B
17.18
Quadro B Cte =N, ¢
ct,=uct, D

Hipotese B:

Se 0 espago e o0 tempo sdo isotropicos porem o observador O esta em repouso absoluto no espago vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

et |=|ct,|=lct 17.19
Que aplicada no quadro A e B resulta em:

ct'.=uct A
Quadro A °
ct',=nct B
17.20
ct=nct', C
Quadro B ,
ct=uct, D
ct' =p’ct A
C u
o, 17.21
ctl,=n-ct', B

Somando A e B em 17.20 obtemos:

68/200



2 2 2

\% \%4
-7 1-v5
C C

ct'_+ot! —2ct(77 ”j D’:D(MJSD'ZLZSZEZL 17.22

Resultado que nao concorda como o principio de conservagao do espago e do tempo dado por 17.16 e
como D'#D €& como se existissem quatro raios de luz, dois para cada observador, cada raio com sua
respectiva frente de onda independente dos outros.

Hipotese C:

Se 0 espaco e o tempo sdo isotropicos porem o observador O’ esta em repouso absoluto no espago vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

et |=let|=|ct] 17.23

Que aplicadas nos quadros A e B resulta em:

ct'=uct A
Quadro A c
ct'=nct, B
17.24
ct.=nct C
Quadro B c
ct,=uct D
ct.=n’ct A
c ‘ 17.25

ct,=u’ct, B

Somando C e D em 17.24 obtemos:

ctc+ctu=2ct'(n ”):D D'(” ”j:D_L:E; Lt 17.26

2 2
1_7

Resultado que exatamente como na hipotese B néo concorda como o principio de conservagao do espacgo e
do tempo dado por 17.16 e como D'#D é como se existissem quatro raios de luz, dois para cada
observador, com cada raio com sua respectiva frente de onda independente dos outros.

Concluséo

As hipéteses A, B e C sdo completamente compativeis com a exigéncia de isotropia do espaco e tempo
como se pode concluir da geometria das propagacgoes.

O resultado da hipotese A contradiz o resultado das hipéteses B e C apesar do movimento relativo dos
observadores néo alterar o movimento da frente de onda A, relativo a frente de onda A. porque as frentes
de onda tém movimento independente uma da outra e dos observadores.

A hipotese A aplicada nas transformacgdes de H. Lorentz atende o principio de conservagéo do espacgo e do
tempo dado por 17.16 demonstrando a compatibilidade das transformacgdes de H. Lorentz com a hipétese A.
A aplicagao das hipéteses B e C nas transformagdes de H. Lorentz fornece as deformagdes do espago e do
tempo dadas por 17.22 e 17.26 porque as transformagdes de H. Lorentz ndo sdo compativeis com as
hipéteses B e C.

Para obtermos o efeito de Sagnac consideremos que o observador O’ esta em repouso absoluto, hipétese C
acima e que o percurso dos raios seja de 27R:

ct',=ct',=ct'=27R 17.27

Para o observador O o efeito de Sagnac é dado pela diferenga de tempo entre o raio horario e anti-horario
At=t_~—t, que pode ser obtido utilizando 17.24 (C-D), 17.27 e 17.14:
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v
2R c _ 47nRv

At=t, —t,=t'(n-p)= -
© l ]_V2 cve? —v?

17.28

2
C

§9 O Efeito de Sagnac (continuagao)

No instante em que as origens coincidem o tempo é zerado (t = t' = zero) em ambos os referenciais e dois
raios de luz sdo emitidos a partir da origem comum, um no sentido positivo (horario indice c) dos eixos x e X’
com frente de onda A. e outro no sentido negativo (anti-horario indice u) dos eixos x e x’ com frente de onda
A

O raio projetado no sentido positivo (horario indice c) dos eixos x e X’ &€ equacionado por x_=ct_ e

x'.=ct', que aplicadas no Quadro | fornece:

r — ] VC r — — r ] V'C — r r
ct'.=ct, = =ct'.=ct K. (1.7) ct_ =ct' | I+ . —ct,.=ct' K', (1.8) 9.1
VC VC V'C V'C
vV =————>V' = (1.15) V,=————>V,_ = (1.20) 9.12
C C C C [
] Vc Kc ]+V'c K c
c c
Destas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:
d.=v t. =v'_t', 9.13

Onde temos:

(J—EJ(HVCj:KC =] 9.14
C C

O raio projetado no sentido negativo (anti-horario indice u) dos eixos x e X’ € equacionado por x,=-Ct, e

x',=—ct',: que aplicadas no Quadro | fornece:

r — ] VU r — — ’ ] V'U — r r
ct',=ct,| I+ . =ct',=ct,K, (1.7) ct,=ct',| 1- . =>ct,=ct',K', (1.8) 9.15
VLI VU V'LI V'U
v, ==V, = (1.15) V,=——<=>V,=—— (1.20) 9.16

u U g u r uoogr
2] " 2"
C C

Destas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:
d,=v,t,=v',t, 9.17

Onde temos:

(1+VUJ(J—VUJ=KUK'U=1 9.18
C C

Devemos observar que a principio ndo existe nenhuma relagao entra as equagodes 9.11 a 9.14 com as
equagdes 9.15 a 9.18.

Com as condigbes de propagacao descritas formamos os quadros A e B seguintes:
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Quadro A

Equagdo |Raio horario (c) Equagdo |Raio anti-horario (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condigdo |x.=cCt, Condigdo |x,=—Ct,
1.2 x'.=ct_K,_ 1.2 x',=—ct,K,
x'.=x_K_ x' =x,K, x' +x'\=x_K_+x,K,
1.7 ct'.=ct_ K, 1.7 ct',=ct,K, ct'.+ct' ,=ct K_.+ct K,
x'.=ct', x', =—ct',
Quadro B
Equagdo |Raio horario (c) Equagdo |Raio anti-horario (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condigdo |x'.=ct', Condigdo |x',=—ct',
1.4 x.=ct'_K', 1.4 x,=—ct',K',
x.=x'_K', x,=x",K', X +x,=xX'_K'_.+x' K',
1.8 ct,=ct'_K', 1.8 ct,=ct'K', ct, +ct,=ct'_K'_+ct' K',
x,=ct, x,=—Ct,

Observemos que para os raios de mesmo sentido os quadros A e B sado inversos um do outro.

Formemos o conjunto das equacgbes de soma dos raios dos quadros A e B:

9.19

D'=ct'_+ct',=ct K. +ct,K, A
D=ct_+ct,=ct'_K'+ct' K', B

Onde para o observador O’ D'=A, <> A_ é a distancia entre as frentes de onda A, e A; e onde para o

observador O D=A , <> A_ € a distancia entre as frentes de onda A, e A..

Nas equagbes acima 9.19 devido a isotropia do espago e tempo e as frentes de onda A, <> A_ dos dois

raios de luz ser as mesmas para ambos os observadores, a soma dos raios de luz e dos tempos deve ser
invariavel entre os observadores o que se expressa por:

D'=D=ct' +ct',=ct . +ct, =2 t'=>t 9.20

Este resultado que equaciona a isotropia do espago e tempo pode ser denominado como o principio de
conservagao do espago e do tempo.

As trés hipoteses de propagacgbes definidas a seguir serdo aplicadas em 9.19 e testadas para ver se
cumpre o principio de conservagao do espago e tempo dado por 9.20. Com estas hipoteses criaremos
vinculos entre as equagdes 9.11 a 9.14 com as equacgdes 9.15 a 9.18.

Hipotese A:
Se 0 espago e o0 tempo sao isotropicos e nao existi nenhum movimento privilegiado de qualquer um dos

dois observadores sobre o0 outro no espago vazio, entdo a geometria de propagagao dos raios luminosos se
equaciona por:

ct.=ct',=>t_ =t =>v_ =V, =>K_ =K', A
{ctu =ct' =t =t >v,=v_=K, =K', B o2
Com estas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:
d.=d,=v t. =v'_t' =v,t,=v,t, 9.22
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Resultados que aplicados nas equagdes A ou B do conjunto 9.19 atende o principio de conservagéo do
espaco e tempo dado por 9.20. Demonstrando que o efeito Doppler nos raios horario e anti-horario se
compensam nos referenciais.

Hipotese B:

Se 0 espago e o tempo sao isotrépicos porem o observador O esta em repouso absoluto no espago vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

ct.=ct,=ct
V.=V,=V B 9.23

v.t.=v,t,=vt C
Com estas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:
d.=d,=vt=v'_t'_=v',t!, 9.24
Resultados que aplicados nas equagdes A ou B do conjunto 9.19 atende o principio de conservagéo do
espaco e tempo dado por 9.20. Demonstrando que o efeito Doppler nos raios horario e anti-horario se
compensam nos referenciais.
Hipotese C:

Se o0 espago e o tempo sao isotrépicos porem o observador O’ esta em repouso absoluto no espago vazio,
entdo a geometria de propagacéo dos raios luminosos se equaciona por:

ct'.=ct',=ct' A
v'. =v',=v B 9.25
v' t' =v' t,=vt C

Com estas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:
d.=d,=v't'=v_t.=v,t, 9.26
Resultados que aplicados nas equagdes A ou B do conjunto 9.19 atende o principio de conservagao do

espacgo e tempo dado por 9.20. Demonstrando que os efeitos Doppler nos raios horario e anti-horario se
compensam nos referenciais.

Para obtermos o efeito de Sagnac consideremos que o observador O’ esta em repouso absoluto, hipétese C
acima e que o percurso dos raios seja de 27R:

ct',=ct',=ct'=27R 9.27

Aplicando a hip6tese C em 9.11 e 9.15 obtemos:

1
t. =t'_K' =t :t'(l +VF) 9.28

I
t, =t K' =t, :t'(] —%j 9.29

Para o observador O o efeito de Sagnac é dado pela diferenca de tempo entre o percurso do raio horario e
percurso do raio anti-horario At=t_—t, que pode ser obtido fazendo (9.28 — 9.29) e aplicando 9.27

obtendo:

At=t —t =¢f [+ —pf =¥ )22V _ 7RV 9.30
c c c c o’
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2v't’ _ 2Vctc _ Zvutu
c c

de propagagado dois raios horario e anti-horario em uma circunferéncia demonstrando a coeréncia das
hipéteses adotadas na Relatividade Ondulatéria.

A equagdo At = € exatamente o resultado que se obtém da analise da geometria

Em 9.30 aplicando 9.12 e 9.16 obtemos o resultado final em fungéo de v, e v,:

_2v't'_47Rv'_ 47nRv,  47Rv,

At=t_—t = 9.31
© Y« c? —CVv, c:2+cvu
A férmula classica do efeito de Sagnac é escrita como:
4nRv
At=t_—-t,= ) 9.32
c'=v
Da geometria de propagacao temos obrigatoriamente que:
Ar=2YEt 9.33
c
Os tempos classicos seriam dados por:
= 27R 9.34
c
L% 9.35
c—Vv
2% 9.36
c+v
Aplicando 9.34, 9.35 e 9.36 em 9.33 obtemos:
At:ZVZﬂR:47Z'§V 9.37
c cC cC
Atc=2v 27R _ 427Z'RV 9.38
C (C—V) c’—cv
At _2v 27nR _ 47Rv 939

e letv) iev

Os resultados 9.37, 9.38 e 9.39 sdo completamente diferentes de 9.32.

§18 A Experiéncia de Michelson & Morley
A analise tradicional que fornece a solugédo para o resultado nulo desta experiéncia considera em repouso
no referencial do observador O’ um aparelho que emite dois raios de luz um horizontal na dire¢éo x’ (horario
indice c) e outro vertical na dire¢édo y'. O raio horizontal (horario indice c) propaga até um espelho colocado
em X’ = L neste o raio reflete (anti-horario indice u) e retorna a origem do referencial onde x’ = zero. O raio

vertical propaga até um espelho colocado em y’ = L reflete e retorna a origem do referencial onde y’ = zero.

Na analise tradicional de acordo com o principio de constancia da velocidade da luz para o observador O’ o
percurso dois raios € dado por:

ct'.=ct',=L 18.01
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Para o observador O’ a soma dos tempos de percurso dois raios ao longo do eixo x’ é:

L L 2L
Zt’xr :t'c +t'u :E+E:?

18.02

Na analise tradicional para o observador O’ a soma dos tempos de percurso dois raios ao longo do eixo y’ é:

_L, L_2L
c cC C

T, =t 18.03

Como temos > t'., :Zt'y, :% ndo existe franja de interferéncia e esta explicado o resultado nulo da
experiéncia de Michelson & Morley.

Nesta analise tradicional o percurso idéntico dos raios horarios e anti-horarios contido na equagao 18.01
que da origem ao resultado nulo da experiéncia de Michelson & Morley contraria o efeito de Sagnac que é
exatamente a diferenga de tempo existente entre o percurso do raio horario e o percurso do raio anti-

horario.

Com base na Relatividade Ondulatéria fagamos uma analise mais profunda da experiéncia de Michelson &
Morley obtendo um resultado que esta completamente de acordo com o efeito de Sagnac.

Observemos que a equacgao 18.01 corresponde a hipétese C do paragrafo §9.

Aplicando 18.01 em 9.19 obtemos:

D'=ct'_+ct',=ct K.+ct,K,=>D'=L+L=ct_K_+ct,K, A
18.04

D=ct_+ct,=ct'_K'_+ct' K' =D=ct_+ct, =LK' +LK' =L(K'_+K',) B
De 18.04 A obtemos:

p=2r=ct.|I1-22 |sct | 1+78 | s p=2L=ct_ v t_+ct, +v.t 18.05
= =Ct, —? +C u +? =>D'= =Cct.—Vv, C+C u+vu u .
Onde aplicando 9.26 obtemos:

o7 _ _ 2L

D—2L—ctc+ctu:>ZtX—tc+tu—? 18.06

Em 18.04 B temos:

v’ v'
D=ctc+ctu:L[(]+ Cj+(]— “H 18.07
C C

Onde aplicando 9.25 B obtemos:

D:ctc+ctu=2L:>ZtX:tc+tu:2—CL 18.08

As equacgdes 18.06 e 18.08 demonstram que o efeito Doppler nos raios horario e anti-horario se compensa
no referencial do observado O resultando em:

St =Yt =3¢, =2?L 18.09

Por isso de acordo com a Relatividade Ondulatéria na experiéncia de Michelson & Morley podemos supor
que o raio de luz horario tem percurso diferente do raio de luz anti-horario de acordo com a férmula 18.08
obtendo também resultado nulo para a experiéncia e concordando entdo com o efeito de Sagnac. Esta
suposi¢cao nao pode ser feita com base na Relatividade Especial porque conforme 17.26 temos:

St ESE, 18.10
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§19 Retrocesso do periélio de Mercurio de -7,13”

Imaginemos o Sol situado no foco de uma elipse que coincide com a origem de um sistema de coordenadas
(x,y,z) imével em relagdo as denominadas estrelas fixas e que o planeta Mercurio em um movimento
governado pela forca de atragdo gravitacional com o Sol descreve uma orbita eliptica no plano (x,y) de
acordo com as leis de Kepler e de acordo com a férmula da lei da atragédo gravitacional de Newton:

5 —GM,m, . 667.10"1198.10")3.28.107). —k .

F= 3 19.01
r 7 7
O sub indice “0” indicando massa em repouso relativo ao observador.
Para descrever o movimento utilizaremos as férmulas conhecidas:
F=rr 19.02
_ dr d(P) dr. dp -
U=—- =—7r+r— 19.03
t dt dt dt
2 2
. (d d
u2=u.u:(—rj +(r—¢j 19.04
dt dt
_di dF d&6P) |dr (deY'|. | .drdp d’4)-
a=—=—-5= (2 )= 5= d¢ r+ 2——¢+r—? 1 19.05
dt dt dt dt dt dt dt dt

A férmula da forga relativista € dada por:

2
C

- d| mu m m udu m ( w’ . (_dii\u
F=— d = o —a+ ¢ = ——| 1 S latH u—|— 19.06
dt\/ u’ \/ u’ cdi 0’ L c dt Jc
A ( uJ
1=
c

Nesta o primeiro termo corresponde a variagdo da massa com a velocidade e o segundo como logo
veremos em 19.22 corresponde a variagdo da energia com o tempo.

Com esta e as formulas anteriores obtemos:

o [

F=———2— 19.07

2 2 2
+ dr d—zr—r a9 +r@ 2M+rd—2¢ 12 ﬂr”+r@
dt| dt dt de\ dtdt dr” )| c°\dt dt

1_£ d’r (dqﬁ] Jdr|d’r d’r ( ¢] L 44| drdg d &g\ Ldr|.,
A a? \at di| di? \dr dt dt ar T [

(J—uz/cz)m 1__ Jdrdg | dg) || &’ ( ¢j (9 drdo | 49\ r do|;
dt dar " Nl d’ \dt ar\ “arar Yl | dt

19.08
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Nesta temos a componente transversal F;; eradial F, dadas por:

A T e
(1_u2 /62)i ) da? \dt dt| @’ "\ dt al“drdr i (i
pom ), @ ZMMd_d_[%j dff ,drdg | d’p L i,
¢_(1_uz/cz)” 2N Zaca T a alae ) [ a Paras i [ a

19.09

19.10

Como a forga gravitacional é central devemos ter a componente transversal nula Fé:zero assim temos:

_om, /2{[1 J[Zdrdgﬁ d¢}+{dr[d2 (¢]] rd¢( Ldrdg ¢ ¢]} ¢}¢3 oro
(1_u2/62)i dede  d | |dt|da’ "\ dt dt\“dedt  dr’ )| dt

Desta obtemos:

2 2
gﬂﬁﬂ,ﬁ —rdrd¢ drd¢+r2d72¢ ;2]@ d:—r(dﬂ
didt  dr’ ) 2 ar dtdt df) c dt|dt dt

ERGII IR N )

Da componente radial 17: obtemos:

£y

r@ drd¢ d d'¢
~ m, d’r d¢ u’) |dr de\ dt dt dt 1dr|.
Bi=r—"—vn =7~ [==5 |+ =+ “ul
(1=’ /c?)?| at ar ) ldt g (dﬂ ¢ dt
dar\ar
Nesta aplicando 19.12 temos:
d¢( r drdqﬁj
2 2
F;: m, _ dr dr (d¢j ]_u_2 N drdt\c 2dt dt ]2dr P
(]_uz/cf)j dt dt c dr {] (er:l c dt
dt

Que simplificada resulta em:

)]
o)

Esta igualada a forca gravitacional de Newton resulta na forga gravitacional relativistica:

d’r B [dgéj
~om, de’ \dt) |, -GM m, . —k .
= F=—rr

A r= =
r \/1_1,[2 ] 1 [d]/‘j 7"2 rZ
A Aldr
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Como a forga gravitacional é central deve atender a teoria de conservacao da energia (E) que é escrita
como:

E=E,+E, = constante. 19.17

Onde a energia cinética (Ey) € dada por:

-1 19.18

) 2 2
E =mc"—m,c"=mc -

-4
C

E a energia potencial (E,) gravitacional por:

g, =—Mom, & 19.19
r r
Resultando em:
E=m’ 1 =—1 —%z constante. 19.20
u
="
c
Como a energia total (E) é constante devemos ter:
dE dE, dE,
—=——"+—"=zero. 19.21
dt dt dt
Entédo temos:
dE, mu du
= 3 19.22
dt o\ dt
u
1=
c
dE, kdr
—L=—— 19.23
dt r°dt
Resultando em:
dE _dE, dE, mu du kdr muy du —kdr
—=—t—=zero= 7t =zero= ET 19.24
dt dt dt z;dl rdt z;df rodt
u u
I—— I-—
c c
Esta aplicada na forga relativista 19.06 e igualada a forga gravitacional 19.01 resulta em:
- m, _ 1kdr_. —k.
F= a Uu=—s-r 19.25
2 2 2 2
u cridt r
1=
c
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Nesta substituindo as variaveis anteriores obtemos:

m {dz (dqs” (2drd¢ d¢J¢ 1 kdr(dr. @j__ff 1006
C

dt’ \ dt dtdt  dr alar  at )y

Desta obtemos a componente radial Fr igual a:

a_om, [dr (d¢j Ik(drj _—k 097
’ f u’|det \dt dt) ° '

2
C

Que facilmente se transforma na forga gravitacional relativista 19.16.

De 19.26 obtemos a componente transversal }7;3 igual a:

oM, (2drd¢+ d’¢ 1kdrd¢ 1008
\/1 W\ dedt  dr’ ) rdedt
CZ
Desta ultima obtemos:
2
Zr@@—i-rzd—? I kdar [ &2
rz@ m,c’r’ dt ¢’
dt

Como a forga gravitacional é central também deve atender a teoria de conservagdo do momento angula que
€ escrito como:

L=rx p=constante. 19.30
-~ . . . mu .m (drA dg - m o de(. \ m, ,de-
L=Fxp=rx—===prx—2=| —r+r—¢ |=/——=2=r"—\rx oy —k 19.31

P \/1 0 \/1 S\dedt ¢j ’ dt( ¢% 2 dt

c’ c’ c’ c’

—~ d
L= "y =r r ¢k =Lk = constante. 19.32

]_I’L dt

cZ

d_L:d(Lk):d(L)k%Ld(k):d(L)k_Zem:d(L)_Zem 1053
A di di | di | di di

Resulta entdo que L é constante.

dk
Em 19.33 fizemos ;:zero porque o movimento é no plano (x,y).
t
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Derivando L encontramos:

2
dL_d My, ¢ ]2 o 3dur2 d¢+ 7, (Zrﬂ%+r2d—? =zero 19.34
dt di| [’ ar| &y Ndeoar [\ dedr di
1= u 1=
c 1= c
c
Desta obtemos:
NI
dt dt )  —u dul 19.35
7’2@ ; u’\dt &’ '
dt &

Igualando 19.12 proveniente da teoria da for¢a central com 19.29 proveniente da teoria de conservagéo da
energia e 19.35 proveniente da teoria de conservagdo do momento angular obtemos:

. drdg ,d’¢) —ldr d’r (d¢j
a —en
dt dt : dr’) ¢ dt dr \di k dr| u —u dul
77 = ) B Ll y 19.36
249 ]_I(drj mcrdt c (]_J tc’
dt c’\ dt ¢

Das duas ultimas igualdade obtemos 19.24 e das duas do meio obtemos 19.16.

Para solugdo das equacgdes diferencias utilizaremos o0 mesmo método utilizado na teoria Newtoniana.

1
Fagamos w=— 19.37
r
. . . ow -1
O diferencial total desta é dw:a—dr:dw:—zdr 19.38
r 7

dw —1dr dw —1dr
Desta obtemos —=—— ¢ —=—— 19.39

dg 7 dg " di ~di

. dgp L u’
Do modulo do momento angular temos —= 3 ]——2 19.40
dt myr c
2
Desta obtemos @: L dr 11— 19.41
dt myr d¢
dr —Ld u’
Nesta aplicando 19.39 obtemos _r:__w ]—— 19.42
dt m, d¢
d’r dédt d|-Ld ?
Que derivada fornece — = ¢ ( W 1 uz 19.43
e’ dt dgdi m, A

Onde aplicando 19.40 e derivando obtemos:
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d’r L wd(-Ldw |, v | - u’ d2w w dwd(
=== I=— |=—5[1-— 2 2
di mp\N Fdg\m dg\ & m T Pdf N ¢ d¢d¢(
Nesta com 19.36 a derivada do radical é assim obtida:
d /] uz_ -1 udu k dr(lu kdw( u’
dt ) NI-iP/E S dt mer? dtk ) me dtk c’
d u’ -1 u du k dr( uz -k dw( uz
— = F 2 T 22 1
d¢ ) NI-iP/lCdg mc’r d¢k ) me d¢k
Que aplicada em 19.44 fornece:
d’r -I w’| d’w Wk (dw ’ u’
= I IR
d mr c|do ¢ mgc kd;/ﬁ c
Simplificada resulta:
J 2

dr_ Pk (| w(ae) L[ \dw
ar mcr’\ & )\dg) mr k c’ )d¢2
Encontremos a derivada segunda do &ngulo derivando 19.40:
d’¢ d| L u’ —2L dr u’

2 SR L, 2L
dt” dt\myr ) omydt myr dtk
Nesta aplicando 19.42 e 19.45 e simplificando obtemos:

i
d’p_ 2L2 dw(, w')_ LTk _dw( ')
e d¢L mert d¢k
Aplicando em 19.04 as equagdes 19.40 e 19.42 e simplificando obtemos:
2
uzz% ]__ dw iz
m; d¢ r

A equacgéo da forga gravitacional relativistica 19.16 remodelada fica:

d’r d¢ w?| o 1(arY | -k

2 ]__2 ]__ e 2
dt dt c dt
Nesta aplicando as férmulas acima obtemos:

3 _

Lk u’ ) dw r ( uzwdzw L u’ ’ u’ ](—def w’ ’ -k

322] 221 2 2}" 2\/] 2:\/1 21 2 ] 2 2
mcr d¢ mr k c Jd(é myr c c c kmo do\ ¢ ) |mr
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vk ( wYawY [ [ dw [ W -k Tk I
ol sl s 2| LR et
mce’r c $) mr cd¢ mr ¢ myr
r ] wdw L ; u' -k
m’r’ cdg mr’ c omy’
dzwll_ m k
d¢* r~ ?
bt
d*w 1 mk
d¢’ r ’
n, 2@ ]_”72
/ uwoodt c’
cZ
2
dZWLI_m"k 1_?
d¢’ r ’
g
t
3 2
u
(dZW_LIJZZ k ]—?
dd’ ' 2
B
4

o2
(d2wj2+g@+ 1k dl\a) Ua
dg’ B

S I
dt dt
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2 K(dr) K dg)
(dzw) 2dw 1K \ar) A ar
dg’) rdg r mzrg(cwj“ mz,,g(dgéj“ mzrg(dcéj“

© \dt © \dt © \dt

i2(drY
5 Kpar
d’w i2dzwi] K’ c\de K’
dé’ I d 2T 3T 4 2 2
¢ rdg- r mzrg(cwj m2r8(d¢j mzczrﬁ(wj
o\ dt >\ dt ? dt

K’ 2 dw
, K_.aw
d’w) 2d’'w I K’ A\ dg kK’
A4 ' A& T 7 2 2
¢ rdg- r mzrg(CMj m2r8(d¢j mzczrﬁ(wj
> \dt 7 \dt ’ dt
i (dwY
, K| aw
(dzwj 2dw 1K ’\dg K

d 2| 2" 2 4 2 2
¢ rd¢ r mzrg(CMj m2r4(d¢j mzczra(CMJ
> \dt > \dt ’ dt

Nesta consideraremos constante o momento angular Newtoniano na forma:

d
L:r2—¢ 19.53

dt
Que é realmente 0 momento angular teérico conhecido.

(d2w]2+2d2w+1_ EoK (dw}z_ K

d_¢2 rd ¢ =N m’ L’ - mc’l’ d_¢ m.c’r’’

(dzwz dw, K K deZ Ko

— | +2——2w+w = -
d¢’ d¢’ R m’L’ mjchzkd¢ mfchZW
d’w ’ d’w dw ’
5 +2 2w+v1/2:B—A == | —aw’
d¢ d¢ d¢
awY _dw  [aw) ,
d_¢2 +2d_¢2W+A d_¢ +(A+1)W —B=zero 19.54
Onde temos:
kZ
:m 19.55
k2
=T 19.56
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A equagéo 19.54 tem como solugéo:
1 1
W_g_D[I —gcos(¢«/1 +4 +¢0)]:>W_5_D[1 —scos(gQ)] 19.57

Onde consideramos ¢ =zero .

Esta denominado em 19.57 O’ =1+A4 . 19.58

A equacgao 19.58 é fungcdo somente de A demonstrando a unido intrinseca entre a variagao da massa com a
variagao da energia no tempo, pois ambas como ja descrito participam da forga relativistica 19.06 nisto esta
a essencial diferenca entre a massa e a carga elétrica que € invariavel e indivisivel na teoria
eletromagnética.

De 19.57 obtemos o raio de uma conica:

r—i— &b —r= &b 19.59
w I-scos\gJI+4)  I1-gcos(¢Q) '
Onde ¢ é a excentricidade e D a distancia do foco a diretriz.
Derivando 19.57 obtemos d_w:QsL@ 19.60
d D
2 2
Que derivada resulta em d vf=Q COS(¢Q) 19.61
d¢ D
Aplicando em 19.54 as variaveis obtemos:
2 : 2 :
d VZV +2d—VZVW+A dw +(A+])w2 —B=zero.
d¢ d¢ d¢
Q4c0s2(¢Q)+2chos(¢Q)(1—£cos(¢Q) N A‘stenz(¢Q)+(A+I{]—gcos(¢Q)T_B:Zem 1962
D’ D | & D’ &D
Q4cosj(¢Q)+2chos2(¢Q) 2Q260s5(¢Q)+AQ_j_Achosj(¢Q)+(A+]{]—8cos(¢Q)T_Bzzem
D eD D D D eD
Q4cosj(¢Q)+2QZCOSZ(¢Q)_2chos22(¢Q)+AQ2 Achosj(¢Q)+ (1§+IZ) 2(A+1)COZS(¢Q)I (A+1)c0;2(¢Q) Bezero
D eD D D D D &D D
(Q"—2Q2—AQ2+A+1\C"SZ(¢Q): 20" 242 Wc"s(¢Q): Q" : (4+1) B=zero 19.63
) p’ & @ D) D D LD

Nesta aplicando no primeiro paréntese Q2 =]+ A obtemos:

(07 -20°— 407 + A+ 1)=[(1+ AY — 21+ A)- A1+ A)+ A+ I =1+ 24+ £ =2-24— A 4>+ A+ )=zero
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Em 19.63 aplicando no segundo paréntese O°=1+4 obtemos:

20° 24 2 [2(1+A) 24 2}
= =zero
eD &b &D eD eD &D

O resto da equagéo 19.63 é portanto:

AQ" | (4+1)

D 2D —B=zero

Os dados da érbita eliptica do planeta Mercurio sao [3]:
Excentricidade da érbita £=0,206 .
Semi-eixo maior = a = 5,79.10"°m.

Semi-eixo menor b=a+ I—-&° =5,79.10""\ 1-0,206° =56.658.160.305,80m .

eD=a(1-£" }=579.10" (1-0,206° }=55.442.955.600,00m .

D= a(1_52)25,79.]010 (1_0,2062)

=269.140.561.165,00m .
£ 0,206

O periodo orbital da Terra (PT) e Mercurio (PM) em torno do Sol em segundos s&o:
PT=3,16.10s.

PM=7,60.10"s.

O numero de voltas que Mercurio (m,) da em torno do Sol (M) em um século é, portanto:

7
M:415,79_
7,60.10

N =100
Momento angular tedrico de Mercurio:

2
Lzz[/%) —GM al1-&7)=667.10"198.10"579.10"(1-0206°)=7,32212937427.10% .

7" ?
A:(GMoma)2 :(GM(,)Z :(6,67.10 ”) (1,98.103") _265.10°%.

mp’l L (30000 f(7,32.107)

1Y ’
5_(GMom, ) _(GM,)’ :(6,67.10 1 (1,95.10" ) 3250077

my L r (32.10"f

O=N1+A=+1+2,63.10"° =1,000.000.013.23

Aplicando os dados numéricos com varias casas decimais ao resto da equagao 19.63 obtemos:

A0 (4+1) B=2,65.10‘8(1,000.000.013.23)2] 265107 +1

4 —+ ~—3,25.107=8,976.10""
D? &’D (269.140.561.165,00) (55.442.955.600,00)

Resultado que podemos considerar nulo.
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Vamos obter o momento angula relativistico do resto da equacdo 19.63 nesta aplicando as variaveis
obtemos:

AQ° (4+1)
D>

g2D2 _ch2D2|_

2 2 2 2
(GMO ) []+ (GZOZ) :|+ 21)2 {]4_ (GJEILOZ) :| (GA;(O ) =zero 19.71
C & C

2 2
e A

c’r
e’L’(GM,) +&’ I’ (GM ) )’ (ff?L 02)2 +L'¢? +L"c2(Gf—£)z—c252D2(GMU ) =zero
&’ (GM ) +&’ (Ggo y +L'¢’+I7(GM, ) —c’¢’D*(GM, )’ =zero
L’ +(1+32XGM0 YL’ +52(G]::4—20)4—c252D2(GM0 ) =zero 19.72
—(1+£7)aM, ) + \/ (1+e7Yan, Y | -4c?| & (Gi{” ) _pp (GM, )’
L’ =

2¢?

L —(1+e2Xom, Y £y(1+67 (GM, Y —4£7 (GM, ' +4¢" 2 D* (GM, |

- 2¢?

E (1+e oM, ) £ (14267 +67 NGM, ) ~46°(GM,) )’ +4¢* s D (GM,
B 2¢?

(1+&2XGM, P +4(GM, ) +26°(GM,, ) +&*(GM, ) —45° (GM )’ +4¢*&* D* (GM,

=
2¢?
r —(1+e7 YoM, Y £y(GM, ) +57(GM, ) -267(GM, ) +4¢*s* D (GM, )
B 2¢?
L2=_(] +5 )M, Y +{1=c} (GM, ) +4c'’D’(GM. Y =732212927328.10" 1973

2¢

Esta ultima equacéo tem a exclusiva propriedade de relacionar a velocidade ¢ ao denominado momento
angular relativistico que é menor que o momento angular teérico 19.66.

A variagcdo do momento angula relativistico em relagdo ao momento angular teérico € muito pequena e dada
por:

30 30
:7,32212927328.]0 -7,32212937427.10 138107 = -1 19.74

7.32212937427.10°° 72.503.509.00

O que demonstra a exatidao do principio de constancia da velocidade da luz.
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Na realidade a férmula 19.06 prevé um retrocesso secular do periélio de Mercurio que é dado por:
A¢:27z415,79(é—1j:27r415,79(—0,000. 000. 013.23):—3,46. 107 rad. 19.75

Convertendo para segundo obtemos:

-5
A= 346.10 .]80,00.3.600,00:_7,]3,,. 19.76
T

“Este retrocesso nao previsto na teoria Newtoniana é devido a variagao relativistica da massa e energia e
esta encoberto pela precessao total observada de 5599”.

§8§19 Avanco do periélio de Mercurio de 42,79”

Escrevamos a formula para energia relativistica Er gravitacional contendo os termos para a energia cinética,
a energia potencial E;, e a energia de repouso:

1 m c’
E, =mc’ -1 +Ep+moc2:°—2+Ep. 19.77
u u
1-— 1-—
C C

Sendo a forga gravitacional conservativa sua energia é constante. Supondo entdo que em 19.77 quando o
raio tende ao infinito a velocidade e a energia potencial tende a zero, resulta entao:

E,=———=+E_=m_ 19.78
u
1-—%

Escrevamos a férmula para energia Ey gravitacional Newtoniana contendo os termos Newtonianos
correspondentes a 19.77:

2
mu”- k

E,=—>——-—+mc’=mc’ 19.79
2 r
m,_u’ —
Onde € a energia cinética, — a energia potencial e moc2 a energia de repouso ou melhor
r
dizendo energia inercial.
Desta 19.79 obtemos:
2 2
mu- k m_u k 2k 2GM_m 2GM
° ——4tmci=mc > ——=—=u’= = e == ° 19.80
2 r 2 r mr mr r

Derivando 19.79 obtemos:

86/200



pdu_ -k dr_=GMs dr
2

dt mor2 dt r° dt

pdu_—CMo dr

dt r® dt
du -—-GM,
u— =—— 19.81
dr r
Igualando a energia relativistica 19.78 a energia Newtoniana 19.79 obtemos:
m c’ mu® k 2
E, =E, = —F————+E = —-—+m._C 19.82
u’ 2 r
1-—
c
2 2 2
m,c : +E_p: m,u”  GMgm,  mgC 19.83
m, [1-Y m, m,2 m.r m,
2
C
Nesta denominando o potencial relativistico (¢ ) como:
E
p=—2 19.84
InO
Obtemos:
2 2  GM
C 4= _To,¢?
1 _Lz 2 L
o2
2 GM 2
R e p c— 19.85
2 r 1 _i
o2
Nesta substituindo a aproximagao:
1 u’
~1l+— 19.86
u’ 2c
1-—
C
Temos:
2 GM 2
o= -——24c? —c2(1+u—2j
2 r 2c
Que simplificada resulta no potencial Newtoniano:
u’ G6M, , , u® -GM,
p=—- +ol = 19.87
2 r 2 r

Substituindo 19.84 e o potencial relativistico 19.85 na energia relativistica 19.78:
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2 2 2
m._c u- GM c
B, =——2—tm | ———2 o’ = 19.88
2 2 T 2
u u
1-—% 1-—=%
C C

Obtemos a energia Newtoniana 19.79:

. mou2 GM, m

2 r

Derivando o potencial relativistico 19.85 obtemos o moddulo da aceleragdo gravitacional relativistica
exatamente como na teoria newtoniana:

o 2
Ey +m_C

—d
a= 9
dr

= = _— O+C —
dr dr| 2 r u?
1-—
¢
-dfuv® oM, ) d c’
a:— —_— C — e | —
dr{ 2 r dr u?
T2
c
Onde temos:

-dfu® 6M, ,) -d[E, o . .
— —= +c” |=——| — |=zero. Porque o termo a derivar é a energia Newtoniana dividida por

dr 2 r dr\m,
_E, u’ GM_, . 3
m, ou seja — =—— +c“ que é constante, resulta entao:
m, 2 r
d c’
a=—,/-—
dr u’?
T2
c
u du
a=—— —_

Q= o 19.89

88/200



A aceleragéao vetorial e dada por 19.05:

2
2 250
. M_r(d_ﬂ f+{2£d_¢+rd_¢}¢
dt’ dt dt dt  dt?

O moédulo da aceleragao gravitacional relativistica 19.89 é igual a componente do raio vetor (£ ) por isso
temos:

d’r  (dg¢) -1 G6M,
a= —r | |= - 19.90

dt’ dt 2) T
[112]

Sendo nula a aceleragao transversal temos:

N w

drd d’é |-
2—r—¢+r—¢j p=zero 19.91
dt dt dt
drd d’
2—r—¢+r—f =zero
dtdt dt
- N 2d¢
Que é igual a derivada do momento angular constante .= r a9t 19.92

L 2
d_:i(r2d_¢):2r£d_¢+r2d f:zero 19.93
dt dt dt dt dt dt

Reescrevendo algumas equacgdes ja descritas temos:
1

W=—
r

8
dw=""dr= dw=—dr
or r

dw -1dr dr__r2@ dw -—1dr

— = ou — e —=—
d¢ r°d¢g dg dg¢ dt r°dt
dr d¢dtdr Ldr -L ,dw dr dw
dt dtdgdt r’d¢ r° d¢g dt de¢
d’r d(dr) d¢dt d dw) L d dw) -I7d°w

—=—| — |=————| -L— |=5—| - L— |[=——; 19.94
dt® dtldt) dtdgdt d¢ ) r’d¢ d¢ ) r° d¢

De 19.90 obtemos:

1_3u2 dzr_r(d_¢)2 _—GM,
2c” )| dt? dt r’
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Nesta com 19.94 a velocidade de 19.80 e 0 momento angular obtemos:

[ 3 (2eM ] -1 d*w (LY | &M,
1= 2 2 H Tz -T2
| 2c r r® d¢ r r

36M, 1) d’w 1) GM,
I-—— = PR R
c” r)\d¢° «r L

(1_3GMO 1jd2w (1_3Gmo 1)1 _ GM,

J— + J—
c’ r)d¢’ ¢ r)r I/

d’w 3GM,d*wl 1 3GM, 1 GM

o

—+—— —— =zero
d¢° ¢* d¢’r r < ¥ U
d’w _d'wl 1 1
- ;—+t——A——-B=zero
de¢ d¢"r r r
d’w d’w 2
2—A 2w+w—Aw —B==zero
d¢ d¢
d’ d?
VZ—A ‘Zw—Aw2+w—B=zero 19.95
d¢”  d¢
Onde temos:
3GM, GM,
A= B= 19.96
C’2 L2
A solucédo da equacao diferencial 19.95 é:
W:L[1—8C08(¢Q+¢O)]:>W:L[I—SCOS(¢Q)]. 19.97
&ED &ED
Onde consideramos ¢ =zero
Portanto o raio é dado por:
! b = ¢b 19.98
r=—==—- r=— .
w 1-gcos(go) 1-gcos(go)
Onde ¢ é a excentricidade e D a distancia do foco a diretriz.
dw Qsenl d’ z
_Qsen(¢D) = d'w _0"cos(40) 19.99

Derivando 19.97 obtemos — >
d D dg D

Aplicando as derivadas em 19.95 obtemos:

d’w _ d’w >
— w—Aw +w—B=zero

d¢>  d¢’

0’ COS(¢Q)_AQ2 Cos(m)i[l—gcos(m)]— ?2 [1-ecos()f +i[1—5COS(¢Q)]_BzzerO
D D eD ED &b
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0° c(;S(¢Q)_ AQ? ;:25(@) [1-ecos(¢g)]- 522?)2 [l—25coS(¢Q)+g2 cOSZ(¢Q)]+|:é—$£COS(¢Q)i|—B: zero
0’ cos(@Q) AQ°cos(¢Q) AQ°cos(¢Q
D( )_ 6‘D2( )+ gDZ( )‘9COS(¢Q)_
A A A, 11
_F+F28COS(¢Q)— pERY g“cos (¢Q)+E—58cos(¢Q)—B:zero

1
3 - 2+——B:zero

cos(¢Q) of — AQ’ +2_A_1]+ AQ? cozsz(¢Q) B Acos’(4Q)

D &D &D D D D &D
AQ* 22 AQ’ cos’ Acos’ A 1 B
cos(dQ) 0F Q LBy Q 0052 (¢Q)_ cosz(¢Q)_ . 2 sero
AD &D &D AD AD AgD AeD A
2 2 2 2 2
2 1 1 1 B
cos(#0) Q 9 2 11,09 COS2 (¢Q)_COS 2(¢Q)_ ~ 2 sero
D A &b & A D D D AeD A
cos’(dQ) (. cos(f)(Q® @ 2 1 1 1 B
. (Q —l)+ =t - |-——+——-—=zeroO 19.100
D D A &b &b A D AeD A

O coeficiente do co-seno ao quadrado, pode ser considerado nulo porque Q=1 e D? & um numero muito
grande:

2
M(Qz—l)zzero 19.101

D2
Resultando da equagéo 19.100:

2 2
Cos(m)(Q——Q 2 1]——1 L B 19.102
&

— — -— —+————=zero
D A & &b A D AeD A

Devido a unicidade desta equagao 19.102 devemos ter uma unica solugdo que anule simultaneamente o
paréntese e o resto da equacdo, ou seja, devemos ter uma solugado Unica para ambas as equagdes
seguintes:

o° o° 2 1 1 1 B
-4+ ———=7zero e —?+———:Zero 19.103
A & & A gD AgD A

Estas equacgdes podem ser escritas como:

1 1 1(1 2

[a:b]j___:_z(___) 19.104
A &b Q" \A &b
1 1 DB

[a=C]:>———=— 19.105
A & A

1 1
Nestas o termo comum a =——— deve ter uma Unica solug&o por isso temos:

A &D
1(1 2\ DB
[bzc]:—z(———jzg— 19.106
o’\a &) &

Com 19.96 e o momento tedrico obtemos:
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3GM, GM, 5 sDGM
A= B=——= 1" =&DGM, &DB= e =1 19.107
2 2 1
c L
Esta aplicada em 19.105 e 19.106 resulta em:
1 1 1
[a=c]l>=-—== 19.108
A & A
1(1 2 1
[bzc]:—2(———)=— 19.109
Q°\A ¢&D A
De 19.108 obtemos o erro cometido em 19.105:
1 1 1 1
L T _ T xzero 19.110
A &D A &D
1 -1 _
-—= =-1,80.10"" =zero 19.111
&D 55.442.955.600,00
De 19.109 obtemos Q:
1(1 2 1 21 2 3GM
—2(———j=—:>Q2=1——:Q2=1—— — 19.112
Q°\A &b A &D eD c
Esta aplicada em 19.104 resulta em 19.110:
1 1 1(1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
=S| |7 ~| T — | T ——=—"=>-———=®zero
A & Q'\A &) A eD (1_2Aj A &) A & A eD
gD

De 19.112 temos:

-11 30
Q=,/1—6GM;= 1- ol667. 107 J1,98.10") ~=0,999.999.920.599  19.113
eDc (55.442.955.600,00)3.10°)

Que corresponde a um avanco do periélio de Mercurio em um século de:

> Ad = Ad. 415,79=(l— ] 1.296.000,00.415,79=42,79" 19.114
Q

Calculado dessa forma:

Em uma volta trigonométrica temos 360x60x60=1.296.000,00" segundos.

O angulo ¢ em segundos percorrido pelo planeta em uma volta trigonométrica é dado por:

1.296.000,00
Q

$0=1.296.000,00=>¢@=

Se 0>1,00 temos retrocesso. #<1.296.000,00.

Se 0<1,00 temos avango. ¢ >1.296.000,00.
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A variagdo angular em segundos em uma volta é dada por:

:l'296'000’00—1.296.OOO,OO= 11 1.296.000,00.
Q 0

Ag

Se A¢p < zero temos retrocesso.
Se A¢ > zero temos avango.

Em um século temos 415,79 voltas que fornecem uma variagdo angular total de:

> Ad=A¢.415,79=|L-1]1.296.000,00.41579=4279"
Q

Se ZAd) <zero temos retrocesso.

Se ZAd) >zero temos avango.

§20 Inércia

Imagine em um universo totalmente vazio, um ponto O’ que seja a origem do referencial do observador O’.
Na hipétese de o referencial estar em repouso ou em movimento retilineo uniforme as ondas
eletromagnéticas esféricas emitidas com velocidade ¢ por uma fonte situada em O’ sera observada por O’
devido a lei de inércia exatamente esférica e com velocidade ¢ portanto, o movimento retilineo uniforme e o
repouso sao indistinguivel um do outro permanecendo em ambos os casos valida a lei de inércia. Para o
observador O’ as equagdes da teoria eletromagnética descreverdao a propagacdo exatamente como uma
onda esférica. A imagem de um objeto situado em O’ sera sempre centrada no préprio objeto e um raio de
luz emitido de O’ permanecera sempre retilineo e perpendicular as ondas esféricas.

Imagine agora um outro ponto O que seja a origem do referencial do observador O que possui todas as
propriedades inerciais descritas para o observador O’.

Obviamente dois pontos imaginarios sem nenhuma forma de interacdo entre eles permanecerado
individualmente e no conjunto atendendo perfeitamente a lei de inércia mesmo existindo um movimento
retilineo uniforme entre eles, sé observavel, devido a presenga de ambos os referenciais que
individualmente se observardo em repouso estando em movimento o outro referencial.

As propriedades destes dois observadores sao descritas pelas equagdes de transformacoes relativisticas.
Observagao: um universo infinito € aquele em que qualquer ponto pode ser considerado o ponto central
deste universo.

§20 Inércia (esclarecimentos)

Imagine em um universo infinito totalmente vazio um unico ponto O. Devido as propriedades de unicidade
de O um raio de luz emitido de O deve propagar obrigatoriamente com velocidade c. Na hip6tese de este
raio propagar em linha reta, entdo se define O como a origem de um referencial inercial porque ou estd em
repouso ou em movimento retilineo uniforme. Entretanto na hipétese da propagacéao do raio de luz ser uma
curva o movimento de O deve obrigatoriamente ser interpretado como a origem de um referencial
acelerado. Portanto a propagacao de um raio de luz é suficiente para demonstrar se O é a origem de um
referencial inercial ou de um referencial acelerado.

Imagine agora se no universo acima descrito para o referencial inercial O exista outro referencial inercial O’
que nao possui qualquer tipo de interagéo fisica com O. Nao existindo qualquer interagédo entre O e O’ as
propriedades de unicidade sao inviolaveis para ambos os pontos e os raios de luz emitidos de O e O’ tém a
mesma velocidade c. E impossivel que a velocidade da luz emitida de O seja diferente da velocidade da luz
emitida de O’ porque cada referencial existe como se o outro ndo existisse. Sendo O e O’ a origem de
referenciais inerciais a propagagédo dos raios de luz ocorre em linha reta com velocidade c e as relagbes
entre os tempos t e t' de cada referencial sdo dadas pelo quadro I.
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§21 Avanco do Periélio de Mercurio de 42,79” calculado com a Relatividade Ondulatéria

Supondo ux=v

(2.3) u'x'= u>2<—v = VZ_V =>u'x'=zero
v® 2vux ve 2vv
\/1+2—2 \/1+2—2
c c c c
UxX=v Ux'=zero

(117) dt'=dt +——2VUX_dt l+——2VV:>dt' ,/1——
2
(1.22) dt= dt'\/l+V'2 UK _gp 1 —2+M:>dt ar 1+ —2
C
V2
dt'=dt,[1- dt=dt’ —2
C

1-4 1+% =1
c? c?
v= v V= 14
2 2
i _v
c c
dt >dt' v<v' vdt =v'dt'
R - — - -
(1.33) = - - = e
v 2v'd'x! v 2v'(0 V'
\/1+2+ ) \/1+2+ > 1+5
c c c c c
(1.34) V'= — — ==L
v® 2vux ve 2vv v
\/1+2— 2 \/l"'z_ 2 \/ )
c c c c c
= _‘7' ] ‘7
v= —VvV'=
V" v’
c c
F=rf=-f Pl=—rf=-F IH=|r|=r
dr=drr+rdr=—dr' drf'=—drr—rdr=-dr
rdr=drrr+rrdr=dr rdr'=—drrr—rrdr=—dr
- - R 2 2
g=df _drr =£f+rd—¢¢ V2:w7x7:(£j +(rd—¢)
dt dt dt dt dt dt

N R 2 2
ﬁ':d_r:M:{gf+rd_¢¢j Vv2:‘-/:v—'v:(£) +(rd_¢j

at' at'
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s dv_d’F_dfrf)_|dr_ (d¢) ,drdg d¢¢
dt dt® dt? at? \dt dtdt dt®

~_ d? d Vs dz(—rr) s_|,dr d¢+ d2¢ ¢?
a= ] 2 12 12 ' ' v r 2
dt' dt dt dt dt dt'dt dt

T
2
1-=
c
_é,_d(—v') d( v dt d( v - 1+V_'2i v
at'dt| [ | dtdt 2 c’ dt LV
" "7 "
= av v 1 v dv - v’
s = NV Z o Vo
c (l_vj c” dt dt c
5 |L
c

12
= 12 2 = 2\ o o[
BT B W . /1_12@_‘;%1_‘/_2)2 2 2(_22vd_VJ

dt' c (1_v) codt 2 c c” dt

- dv v 1 v v dv v
—-a'= : +— 5 1- 1- = >
dt c (1 v) \/1 A dt \/ Vdtc
5 _v _v
c
oy dv 1+v'22 1 - (l vjdv dVV
dt' o] 22 dt dt c?
%)
c
_moé' __—Tm, gy dla Ir(l )dv @ 1%
dt dtc
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B, = [F(-dF)=[F.ar=[=£rar
r

- - - 2 v —K ~ 3=
Eksz' .(—df'):JF.df:J j o 5| 1 vo|dY,, v dr:I—]Z{r.dr
e dt = c®)dt dt ¢® r
1+ > 2
C

E = dle dﬁ'dr'zj Mo 1—— dV£+VdV£l= _—kf.df
2 gr 2 & r

2
\/1+V2 (l_vzj dt dtc
c 2
2

= j\ﬂ/%d?j; = i(l_c_jdvvwdv_} [~Eaz

1+7 v

5= | v dv =[—= Wl——jvdedv—} j—dr

1+V7'2 V2 2|_ c
c? 2

Q

' | 2 2
E =" d‘; - monV3 (1—V—+V—2j= —Xar
s e A
C'2 1—7
c
Ek:J-mOvvdv':J- myvdv =J._—kdr dEk:mOV'dV'_ myvdv _—kgy,
3 3 2
147 v’ )2 147 Vel
c2 1—7 C2 1—7
c c
ol v? mc
moc l+—= 2 :£+constante
C V2 r
1-=5
c
sz k mcz k
Ey mc 1+——-—==constante E,=—————==constante
¢ r 1—V—2 r
2
c
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2
¢ K 2, MV k mc k 5

Ep= —E=mciH—— Fo= _k_
2 o 2 R o)
c c
E
- _ER2+ kzl H=—5 A=—
\/l— v? mc mc'r mc me
2
1 1Y
L _—H+al 3:(H+A—j
1-V r (1 V2j2 r
C2 )
c
f=f><‘7=rf><(£f+rd¢¢3) rzd—¢(f><¢3)= 2d9 ¢
dt  dt dt dr
L=Fx¥=Fx——L=rpx——L [(—drA rd_¢¢?ﬂ— 1
147 14+voLL att o at 1Lv”
c? c? o2
ﬁ=r22—fE:LE = constante L:r22_ﬁ
mv'dv'  mvdv _—k K n
dE, =—F v'2: 2 Zéz?dr:?r.dr
5 ()
© c
BBy g M gdU_kpdf kg
dt 2\, dt r° dt
=
2
c
Fo_ T2 _—kx

. 2 2 20\ ~
Fo b drz_r(dqﬁj sy 2drdd APk,
V2j2 dt dt dtdt dt r

2 ~
" m, 3(2drd¢+rd(§¢zzero
’ ( szK dedt  dt
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d¢ _ L dr__;dw d’r _ L d'w d’ _ 21 dw 21.32
dt r? dt d¢ dt? r? d¢? dt? r® d¢

. P -
F=—"h 3[ f;d”g—r(%j =X 21.33
2 d¢ r r
11—

2 GM
1 5 d I/g_i_l — 20 21.34
25 d¢ r L
2
c
1Y(d%w , 1) oM
(H+A_j d_Vg+_ =—¢ 21.35
r r L

H—d wyplyadwl sa1 G

d¢¥ r d¢’ r I

M
CZW+H +3Adww+3A Gzo:zero
d I
g=—r_ a=—k -G _GM, p="Lk 21.36
mcC mcC mcC c L
g AW | by +3Aﬂw+3Aw —B=zero 21.37
dg’
2
— —¢ CO
w=2="[l+ecos(go) dw _~0sen(§0) dw_ 0 codgo) 21.38
r &D d¢ D d¢ D

2
40 c;s(qﬁQ)JrH L [+ scos(po)lr3a™ 0 COSQ ) 1 [1+gcos( )+3A{ [1+gcos(¢Q)]} —~B=zero 21.39

—QZHM+HL+HLECOS( e, Aﬂ—l[lhﬂ:cos ¢Q)]+—[l+28cos(¢Q)+82cos2(¢Q)]—B =zero

D &D &D
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—QZHCOS!¢Q!+HL+HCOS(¢Q)—3QZA cos(¢Q)_3Q2A cos(¢Q)gCOS(¢Q)+
D &D D edD D edD D

+34 ?;‘2225cos(¢Q)+ 3;_3 g’cos’(¢0)-B=zero
£

82 D2 82 2

_QZHCOS!¢Q!+HL+HCOS(¢Q)_3Q2A cos(¢Q)_3Q2Acoszf¢Q[+
D D

D &D &D D?

N §§A2+6A cos(¢Q)+3Acosz2(¢Q)_
D &D D

B=zero

ryycoslg0) ,, codlgo) 30acoslgo) eacoslgo)

D D &D D &D D
2 2
—3Q2ACOS 2(¢Q)+3A cos 2(¢Q)+HL+%—B=ZGJ:O
D D eD &D
) 2
(—Q2H+H—3Q A+6_A\COS(¢Q)+(_3Q2A+3A)MSZ¢_Q)+HL+ ?;AZ —B=zero
eD &D) D D eD €D

2 2
(—3Q2A+3A)M€—Qz+(—Q2H+H—3Q—A+6—A\COS(¢Q)+H L 34 B _sero
3AD eD  &D) 3AD 34eD 3AD° 3A

(l_Qz)cosz((zﬁQ)J{—QZH +£_Q_2+L\\COS(¢Q)+ H 1 _B

—=Zero
D? 34 3A eD &D) D  3AsD &D° 3A
2
o'~1 (1—Q2)M82¢—Q)=zero
D
"2 2
(ﬂ+£_Q_+L\COS(¢Q)+ H 1 B___
3 34 & &b) D 34D £D? 3A
coslfO)_oroms H 1 _B_..
D 3AgD &°D° 3A
2 2
coslp0) , , o =CH H _O* 2 .
D 3A 3A ¢&D &D
) 2
34 3A &D ¢&D 3AeD &°D* 3A
[a:b]:£+L:L(i+Lj lamc]ms H 4 L _£DB
34 ¢D Q°\3A ¢&D 34 &D 3A
2
&DGM_  &DGM
0?2=1 H= ER2=mOC2=1 gDB=""""c= °o=1
mc” mc L EDGM,
[a:b]jiJrL:l(iJrij:L:Zem hecstalolol oo
34 &D 1\3A &D gD 34 ¢D 3A ¢&D

[bzc]j%(£+1):@
O°\34A &D 3A
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EDGM_ &DGM
eDB="—-—2= o=1 21.46
L  &DGM,
[b=c]=— (H +-2 )=L o?=H+52 21.47
0°\34 &D) 3A &D
Q:Q(H ) O retrocesso é fungao da energia positiva que governa o movimento.
E 2
=t T _q 0? —1404 Retrocesso 21.48
mc® mc &D
[a=b]= LL-#(@L}:A:M) 21.49
34 €D ( +6Aj 34 eD) D
gD
2
3A8D( QH H_ o, j zero 3A82D2( H 1 —ijzzero 21.43
3A 3A 8D &D 3AsD &°D* 3A
E, GM GM
H= 5 A= 20 B= 2o
mcC c L
—Q°HeD+HeD—Q?3A+6A=zero HeD+3A—¢eD(eDB)=zero
—QA(~3A+&D)-3A+£D—0*3A+6A=zero HeD=—3A+&D
O0’3A—0%cD+&D—Q?3A+3A=zero
—Q%D+¢&D+3A=zero 0 —1+3A
gD
Este retrocesso néo é governado pela energia positiva.
= 21.06
V‘
1+~
c
. - | ] ( - |
5=%=i — fhtt dt =z doft — 21:90
' ' C ' '
\/1+V2 L\/1+V 1+
c c

/ V2 V'
2 c2 dt’

e e

1.2 -1
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v'2 22 2(2V' dv’
c? c? dt

)



=_dv _ vi -1 v dv' 1 yav' v'
Tar VAL AV Far Lo are
c c
~_dv _ l_v_2 -1 1 v_'2dv' 1 v'2_ 1 av' v'
= dt c? ¥ ¥ c” dt c? 2 dec’
I+ || 1+ 1+
c C c
=_dv _ 1_V2 1 1_i_v'z av' _ _,dv'v'
a=- - 2 3 2 ga Y a2
dt c 25 c”)dt dt'c
c

md  m 4y -m |_(1+V_'2jdx7' Tl
2 )de dt'c

Fema=—1%2 _ av
c? c?
= M v\ dv' yav' v'
pon f)aran)
( V,2j2 c”)dt dt'c
l+—2
c
ﬁ’:mé: moa _ Ino dv " _Ino (1+V'2jdv_ |dV'1'
g ) dt dt' ¢’

Bo=[Far=[F (-ar)=[~Fi(-ar)

5= [Fa=[F (aP)- [ Daz - W>W qw mw}ﬁ%k%wﬂ

\/1_‘,2 dt dt' &2 7
CZ [l-i— 2]

C

Eo=[ag =T (1+ jd G gy dl v jkrdf'
v dt Aol ) ar dt' c
1= (1+V)
C c2
2
B, = [2—div= L{(N )dvv —v'd 'VV} j—dr
2 c c
\4
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Ek:.[ myvdv :I o 3((1+c2)dvv —v'dv'Y } j—dr

v oL
5 ()

mvdv ¢ myv'dv' (. v V'2j_ —k
E, 1+ Y _|=|=£4
DS
o [2)
Ek:J. myvdv _J- myv'dv' J‘ kd dE, = mvdv _ mv'dv' _J;dr

2 3

_Vv 2

\/l c? (1"')
c

—mcwfl—— —mc ——+constante

=

2 2§ r
2 1+
c?

1+—
[ .2 —
ER:—moc2 l—V—Z—K:constante Ep= C __K_constante
C r V'2 r
e
2
—mc  k_ 2, mv" k -mc®  k 5
Er= 2 r 9 + 02 T, Eg > T C
1+L2 l+£Qf
c o
-1 _E k1
2 2
v? mc” me'r
i "
e Ex Aok __GMm, _GM,
moC2 moc2 moc2 c
3
_—12=H+Al 1 5= H+Al)
\} r 2 — r
1+L v )2
z 1)
L'= 'xv——rrx{ (drf+rd—¢¢?ﬂ=r2 d¢(f><¢?) er—¢k
at’ at’ at' dt'
I'= Pix'= —Px— =l = r Px L j(dffﬂd—%ﬂ: 1290y g)=r2 P
\/1_v \/1_v de= ~dt |_v’ dt dt'
2 2 2
c c c
D=r29 ;- p=r299
at' ae
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dE, s=—>dr==—rdr'
\/1—"2 Y2 r

CZ 1+2j
dE N e S m, |dV' k dr kK ~—
S =E= 3V o LT 2t LT 2t
dt 2\, dt' r- dt' r

(1+sz

c

o md kg

o m, dzr d¢ dr d¢ ¢

F'= 37| S f( 'j NP b= 2r
oo | |ae” Tlat “aran ar r
2
C

= -m, (,drd¢,  d

F'.= e 2 zZero

¢ dt’2J¢

[z (o)) o
§ 12 A | 2
( )2 Ldt dt r
1+
c

dg_ 1 dr __;,dw d’r _

—1° dw

dt' r dt' d¢ dt?

2
1 |V—L'2 dw Ej }: ~GM,
r

(1 ” )EL 2 d¢2 2 2
+
c

r A
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1 (P w, 1 _GM,
12 zkd¢ L'Z
-]
C

(H+A ) dw, 1 &L
d¢’ r n

(H+3A j d W+1 _Glgo
d¢” r I

ite aw, gl 4329wl 5a1 _Glgo

d¢ r d¢’ r -

HM+HW+3AMW+3AW + GMO =zero
d¢ d ¥

o Ex -G,
moc2 c?
d’w d’w

Hd—+Hw+3Ad w+3Aw +B=zero

d¢

H—Q2co Y +HLD[1+eco4¢Q)]+3AMLD[1+ECOS(¢Q)]+3A
- &

D

SICeL ) B R R B o AM[I+8COS(¢Q)]

D &D &D

GM
is

d’w _—0’cod¢o)

1 :%[1+8cos(m)] dw _—0senl¢0)
&

—QZHCOS!¢Q!+HL+HCOS(¢Q)_3Q2A cos(¢Q)_3Q2A cos(¢Q)gcos(¢Q)+
D D

&D D &D D

3A

&D?

2

_QZHCOS!¢Q!+HL+HCOS(¢Q)_3Q2A cos(¢Q)_3Q2Acosz2§¢Q!+

“(p0)+B=zero

D D D eD D
2
434 eacodgo) 5,cosfo) g oo
6‘D &D D D
_costd0)  ; cosld0) 30°a coslgo) 6 coslpo)
D D eD D eD
—3Q2Acosz(¢Q)+3ACOSZ(¢Q) + 3A +B=zero
D? D? &D  &°D°

(—Q2H+H— 3Q;A L6 COS(¢Q)+(—3Q2A+3A )J—)COSD %),y L
&. &.

eD) D
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d¢”

{gLD[1+ecos(¢Q)]}2 +B=zero

2JrB:zero

21.70

21.71

21.72

21.73

21.38

21.74

[l-i—28cos(¢Q)+82cos2(¢Q)]+B:zero



2 2
(_3Q2A+3A CZZ[()(IZQ)+(_Q2H+H—3Q_A+6—A\COS(¢Q)+H L, 34 B _sero

eD  &D) 3AD 3aeD 3Ag’D’ 3A

2
(l_Qz)cosz(¢Q) ( QH H Q jcos(¢Q) H_ 212+£:zero
D 3A 3A gD &D D 3A¢D &°D° 3A
2
o°~1 (1—Q2)m82¢—Q)=zero
D
(—QzH H_ 0", 2 \coslgo), 1 | B
=X +——+-—=zero
3A 3 eD D) D 3AgD £D° 3A
M@zzerozijt%jtﬁzzero
D 3AgD &°D° 3A
Mizeroé QH H Q < =zero
D 3A 3A ED 8D
-O°H H O, 2 H 1 B
=d4 32 X 12 —zero +—— =zero
34 3A &D ¢&D 3AeD &°D° 3A
o= b]:_+L:L(H +Lj lamc]mH 4 L __£DB
3A &D Q 3A &D 3A &D 3A
02=1 H=i= _mOc2 =—1 &DB= eDGM, :gD_GMO:
moc2 moc2 ¥ EDGM,,
[a b]:>_+izl(H + 2 j:L—zero [azc]:>_—l+L:—L:>L:zero
34 &D 1\3A &D &D 34 &D 34 &D
[b:c]:g(i+gj:_@
o°\3a ep 34
DGM DGM
epp=L _ DG, )
I”  &DGM,
[b=c]=- (H +-= j——i 0?=-H-24
Q’\34 &D 3A &D
0=0(H) O avango é fungéo da energia negativa que governa o movimento.
2
po Be_ome_ G A1)-E 015 pvrgo
mc®  mc? &D
R e e
3A &D (1_ 6Aj 34 &D)  &D
&D
E GM GM
H= RZ A= 20 B= 20
mc c r
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21.75

21.76

21.77

21.78

21.79

21.80

21.81

21.82

21.83

21.84



_ 2
—oH H ¢, 2 H , 1 B

=Zero +—=Zero
34 3A gD &D 34eD &°D* 3A
"2 2
3Agp(ﬂ+£_<z_+ij:zem 3Agzpz(i+ 1 +£jzzero
34 34 ¢D &D 34D &°D° 3A
—~Q?HeD+HeD—Q?3A+6A=zero HeD+3A+&D(eDB)=zero
&DGM_  &DGM
eDB= Q= e =1 HeD=-3A—-¢&D

I &DGM,
—~A~3A-¢£D)-3A—£D—-0?3A+6A=zero

0%3A+Q%D—eD—Q°3A+3A=zero

Q%¢D—¢eD+3A=zero 0?=1-34
&D
Este avanco ndo é governado pela energia negativa.
—Q’HeD+HeD—Q*3A+6A=zero
—QX~3A—&D)+HeD—(0?3A+6A=zero
Q?3A+Q%D+HeD—Q°3A+6A=zero
Q%D+HeD+6A=zero QZ:—H—i—‘g

+—=2zero

2 2
(ﬂ+i_Q_+L\COS(¢Q)+ H 1 . B
34 34 &D &b) D 3AsD &D? 3A

"2 2
3A52Dz[(ﬂ+£_9_+@cos<¢®+ H o, 1 A}:zem
3 34 & &) D 34D &D? 34

Y 2 212 212 212
ED( O’H3AeD | H3AED _Q 3A8D+2.3A8D)COS(¢Q)+H3A8D L 3AE%D?  B3AED® _

34 34 D D D 3A&D &°D? 34

D\~ 0PHeD+HeD—0?3A+ 6A)M@ +HeD+3A+¢&D(eDB)=zero
D

2
eDGM, _ eDGM, _1 He Ep _—mc”_

-1
2 2
¥  &DGM, mc*  mc

&EDB=

eD\—CPHeD+ HeD—0%3A+ 6A)ﬁ¢—Q)— £D+3A+sD=zero

D
(—Q2H8D+H8D—Q23A+6A)ﬂ¢—Qz+3—Azzero
D D
Q2 — 1_3_A
&D
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21.78

21.85

21.86

21.87

21.88

21.85

21.89

21.90

21.77

21.91



[ (1—3—A)H€D+H£D (1—3—A)3A+6A}M+3—A:zero
&D &D D &D
( HeD+HeD2 + HeD— 3A+3A3A+6AJCOS¢Q 3A_ero
&D &D D &b
(H8D+H3A+H8D—3A+ +6A\COS(¢Q) 3A_ L ero
&) &D
2
(H3A+9A +3Ajcos(¢Q)+3—A=zero
&D D &D
2
H: ER :—_moc :—1
mc®  mc’
2
(—3A+9A +3A\COS(¢Q)+3—A=zero
& ) D &D
2
92 coslfo +32—zero COS¢Q)+L:zero
&D D &D D
(—Q2H5D+H5D—Q23A+6A)ﬂ¢—@+3—‘q:zero
D &D
o1 62
&D
[ (1—6—AngD+HgD (1 6Aj3A+6A}COS¢Q +32_ ero
&D &D D &D
(—H8D+H8D6A+H8D 3A+3A6A+6A)COS¢Q +32_ero
&D &D D &D
2
(—H5D+H6A+H5D—3A+18A +6A\COS(¢Q)+3—A:zero
&D ) D &D

(H6A+ 1847 +3A\ COS(¢Q)+3—A=zero
&D ) D &D

2
2 2
mc® mcC

( 6A+18A +3A)COS(¢Q) ~==zero

&D D &gD

1 K 2, 182 jCOS(¢Q) _}_Zero

3A gD D gD

(—1+6 )COS¢Q —=zero
&D D &D
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_(1_6_AJM+L:MO

&D D &D

(—Q2H5D+H5D—Q23A+6A)ﬂ¢—@+3—‘q:zero
D

L:zero

_Q2 Cco S(¢Q) +
D &D

&D
E _ 2
0%=1 H=—R Lo =-1
mc®  mc?
(eD—ep—3a+62)C03WQ) (34 _
D &D
(3A)COS¢Q +3—Azzero M+Lzzero
D &D D &D
Q2:1_6_A Q2:1 Q2:1_3_A
gD gD
‘_QzﬂﬂQLLi« M@L%««« cos(¢0) +L|
D gD D &D D 3A
Energia Newtoniana (Ey)
2
E mou _k
N
2 r

dt r° myr m,
dg_L dr__;dw &r P o _2r du
dt r? dt d¢ dt?  r? d¢ dt? r® d¢

= S =zero
d¢) r° mr m,
’ 2F
dw %_2_k2l_ N — 2oro
d¢ r* mIL'r mL
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21.93

21.91

21.94

21.95



2
(@J o xw—y=zero

d¢
=t L1 dw _ —Qsen(¢Q) dZW:—QZCOS(¢Q)
r &b [+zcoslgo)] d¢ D d¢ D

[zseddl] L1 pcodgoll - L scodgoll-y =zero

D

o [1 cosz(¢Q] L [l+26‘COS(¢Q)+6‘ cos( ¢Q)]—x——x—€cos(¢Q) y=zero

Q—Z 2 co(go)+

D? 2D2

2(¢Q)—8£D—x%¢—@—y =zero

Q_2_Q20082(¢Q)+ 1 .2 COS(¢Q)+COSZ(¢Q)—1—XCOS!¢Q!—y:zero

D? D? gD €D D D? D D

cosg0) cosigo), 2 coslgd) codldd) o, 1 x

————y=zero
D? D? eD D D D? &D*> &b
2, 2
(1_Q2)M¢_Q)+( )ﬂ@ Pl X ers
D? D 02 &°D* €D
2 2 COS2(¢Q)
0 =1 (1—Q )722261’0
D
(L_ \cos@@ B E S
& ) T g2D2 &D
(L—x)=zero L 1 —i—y Zero
&b D &°D° &D
2k 2F
X: 2 y: N2
mI; m L
2 _y—zero—x=-2-_2k :L m°:>L2 EDGM,
gD eD mIf &b mlI

2712 212 212
gD’ | &°D —gDX—g2D2y:zero
D*  &D* €D

&+1-eDx—&’D’y=zero
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2F 2E 2&DE

eDx=ED-2-=> gDx=2 6‘2D2y=82D2—N2=82D2 N _ Py

&D mD meDGM, k

82+1—2—25DEN =zero Ey ZL({;‘Z—]_)

k 2&D
1_1 2 -k
—=—\l-¢ E ="
—=—(-2) =

§22 Deformacao espacial

tz% E>t
1=V
C2
t=ti+t,=—l—4L =2L_ 1 p= 2L
c—v c+v c(l_vz) c
2
C
2L'
s 2
t=2L_ 1 _—__C —r-ph-¥ >1L
2 C

Que é a deformacéo espacial.

Sendo o comprimento L’ em repouso no referencial de O’ maior que o comprimento L que esta em
movimento com velocidade v em relagao ao referencial de O.

Agora calculemos para o Observador O’ a distancia d'=vt' entre O <> O':

'=yvt'= Vﬂ
c
Desta obtemos a velocidade v: d'= VE =>v= Czd" .
c

Agora calculemos para o Observador O a distancia d =vt entre O <> 0"

d:vt:v(tl+t2):v%#2
1=-V_
( czj
2L 1

Desta obtemos a velocidade v: d = VEEo—N =>v= cd (l——z) .
“ (%)
c

A velocidade v é a mesma para ambos os observadores por isso temos:

v\ &
2
Onde aplicando a relagdo L= L', fl—v—z obtemos:
c
2 2
Zg": 7 2(1_V_2J3d':d 1-% d>d
2L'\/1—V2 < ¢
c

110/200



Onde as distancias d e d’ variam de forma inversa as distancias L e L.

No geral teremos de 14.2 e 14.4:

d(l— VUXJ
=/

1_L2
2

ux'=zero

ux=v

ux=c=c

ux=zero

1=z
d@+viy
d= C
2

1=z
dﬁ_qu
d'= c
2

-z
d(l_vcj

d'= ¢

2

1=z
d[l_qu

d'= c

2

1=z

d'(l+ VU'X'J
g=——C
2
1=V
C2
d=—4
2
-2
d=d
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§23 Curvatura do Espago e Tempo

As variaveis com linha t',v',x',y',r', etc... Sdo as utilizadas no §21.

Geometria do espago e tempo no plano xy—y | x.

y=£(x)

x=ct'

Ids’zf(ct’)

dx=cdt'
fzxi+y§zct’i+jds’3
df=dxi+dyj=cdt'i+ds']

drzﬂzécbﬁzdy

yzjds'zjw

dy=ds'=+dr'.dr'
F=x'i+y']

di'=dx'i+dy'j

r r r
godf _dx; dvs_cdt'; ds's_ i, .5 _dr'_dx'; dV's
de de de’ dr T ar de dr . at!
d ]
dy ds ,
tg(pzﬂzdt'zdt':lds' dy_d(dv\_1.d (1ds’):1 d’s'
dx dx ¢ cdt dx? dx\dx) cdt'\cdt') & dt?
dt'
=04+ G=ci ‘7'=V'5
5-dv _dé  dv’ C _zero av _dv' o =
dt' dt' dt' t' dt' dt’

ds’ =df.dr=(dxi+dyF)axi+dyj)=(cati+ds jledt'i+ds'3)=dx’ +dy’ =c’dt’? +ds”

ds=+/ cidt'*+ds'"?

ds'=4/ ds?—c*dt'"?

, 2
—ds _ 2+(d—5) =V’ +v' >c —ds'_ ( ) =Jv’-c’
at’ dt' ~at \\ar
K= @ —>0p=Z curvatura tedrica
ds
d’y 1d%
d 2 2 ,2
tg(p:d—y (p:arctgd—y @ dx —=—¢C dt -
ax dax dx . dy l(ds’)
ax) T lar
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C
1.d’s’
c’ dt"”
2
do 1 ds') 1d’s
de _ dx c’\dt') __ cfdt”
w2 )]
dt C2 dt’
lds'd’s’  1gdv
ds' _ds'd(l)_v, V,@ c’dt'de’”  _ cF dt
dt' dt'ds ds P 2\
1+L dS’ (1+V j
c2 dtr C’2
1 5 dv’

mvdv — mv'dv’ k k ~ =
dE, = = =——dr=—;rdr'
2 S
1= (1+V'2)2 : :
2
c o2
2 —
c” o dv'
m=;v -
dEy g ro_c® At _ k odF'_ k sz

dt’' | 2
(+2)
C

dE, - _ -

L=F' F'=m V' P_ kz
dt' S r
- do -
F'zmocz—(pz%r

ds r
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§ 24 Principio Variacional

m,C
E =—2 =K constante 21.21
vt
-4
2 2
m,v 2 myC
E, =——+m? [l =—=2 =K constante
-2 ¢t fjLv: T
c? c?
2
m,v 2 2 m,v
of | _mc? 14K |=m c? p=4 —m 2 1-¥ o
v2 ¢z r dv c? v2
- 1-¥
c c
2
L=-m?,| 1—V—2+k Lagrangeana.
¢z r
m0V2 2 , . . .
> —L=m_c” Que é a energia inercial da particula de massa m,.
v
I_CT
v—L=m_c? L=pv-m,c2=—m,c?,[I-Yo +K
p 0 p 0 0 2 r
Principio Variacional
tZ
s ol : _dx_ ) _ .
Agdo=S=|L[x(t),x(t),t]dt X=="=ux Esta é a componente da velocidade no eixo x.

: dt
t
SS=8J.L(X,X,t)dt=Zer0 Variagao nula da agéo ao longo do eixo x.

t

Construindo a variavel X'=X+€M no intervalo t;<t<t, nesta vemos que quando€&—>ZEro—=>X'=X e
quando e#zero teremos as condigdes:

d . d
%:zero n:n(t) n(tl ):zero n(t2 )zzero d_zzzero n:E?
X K=xXte %ZT} %:ﬁ %Zzero %:zero

t2 t2
Temos entdo uma nova funcdo I(S)ZIG(X+8T],X+Sﬁ,'[)dtIIF(X',X',t)dt onde quando
t, t,

t, t,
8=zero—>x':x—)X':X—)F:L:IF(X',X',t)dt:J.L(X,X,t)dt

4 t
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tZ 2
8¢zero—)x'¢x—>X'¢X—>F;tL:JF(X',X',t)dt;tJ.L(X,X,t)dt

4 t

Assim I IF[X t]dt que derivada fornece:

81(8)_t28F(X x',t dX 8F X X't dX
4 J pwe dt I dt I ndt+J‘ ndt=zero

£

dfoF \_d(oF), , oFdn_ oF. _d(@F ) d(@_F)
dt(@i('nj dt(ax')” o oxdi o™ "ad o !

J‘@F dt+JaFndt I ndt+.|‘[(i(g§n) (i(g};) }dtzzero

j OF 1 dt+ jd( ax'“) j dt[ jndt zero

t,

OF | \_oF
Jd[ax'nj ax'nl

O T P o

1

8F()8F

Zemlta)=25n(t )=zero

t
3 — t= =
c —t |: ; tk 5 I|d ZEerO—=>N#ZCro—>—— - t -, |=Z€ro

oL d[foL
e=zero—>x'=x—x'=x—->F= L:>ax d(&x) Zero

oL_d

2 [ vk

( ) Esta é a componente do eixo x L=—m c,/1- -+

ox ce T
of_ m_c ,/1—ﬁ+k =401 02,/1—‘/—2+k
0x c? r) dt|ox ¢ r

/ 2 2 2
Q[—mocz 1—%)2261‘0 0 (k] Zero V:\/% _}_% +% — /)'(2_}_}',2_}_22
C

ox

2
j:di{@(—m c? l—V—H Esta é a componente do eixo x
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Q(l_(j:kﬁ(r—l ):k(_l)r—l—lﬂz_kléz_kl r2=x2 4y 472

ox\r/) ox ox r’r 1’
0 v2 | 1({_v?)\2 2vdv)_ M,V d
O
2
0 2 sz_ MV [ (s o2, 520 1_ m,v X _ mX
| —mc’ [l- |=—— X +y"+2° 2 2X |= =
8x[ c? _\,2_2( ) \/I—VZ K2 +y2 422 \/l_vz
c? c? c?

. [ 14
d| _mx |\ (dx 1 V 4l [ V2 __m, dx 1—ﬁ—xl(1 Vz)z ( 2VdV)
dif [v2 | (v Ldt\/ atl v Ldt ¢z 20 ¢? c? dt

o2 c? c?

- AIA(— Mo K V2)2+V((11V Z}k Eixo z
t 2

—k—1—k—J—k—k— k(x1+y]+zk)>—r—_§0
r r

2 m, [ 2).. dvy m, [ 2\. dvz |t —ke
-V dv x |3, 0 (1V) vy |3, 0 (IV) avz ==K
[ jx+vd o2 }1 . I_ o2 }’+thC J ) %I_ 2 Z+Vdtcz r2r

1 1

m, 2 d dvy 2V dvz [l —ka
g{[(l v )X+VchX }HKI )y+vd\t/ z}ﬁ[(l Zz jz+vd\tlczz}k}—r—2r
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2 2\ A
-V dv x? (1 j dv ¥~ (1 A )"k dvxk k
( 2 jx1+vd e i+ 2 y]+vdtc21+ 2 Z +Vd (o2 r2

"o Kl Czj(x1+yj+zk)+vdv(xi++y3+2f<)}:;—;<f

a:xhy}zﬁ:%(xhyjuﬁ}% V=Xi+4yj+ 7k

T m l— dv_ ,dvv |_—ks

F= 0 1 —_— |=— =211
§L( jdt thc} 2 °

=om, [ dv (v ¥ |_—k;
F= ° 1 +ve—— == =21.19
5 L( c? j dt dtc? ] r?
§ 24 Principio Variacional Continuagéao

Ek:moczwll+v—2:+:k+constante 21.21
c 1_L2 r
\ 2

12 /
E, = m,c’ I+ = == +constante
c / /1_7
,/ F 1[1————:—2 +constante
1—-YX— {

12 2
Ek_h:m ’ l+_2_k= OIS —m,c’ 1-Y_ 1 K)o m ¢ =constante
r c r l—V—Z c r
c
2 [, v"? 2 i v? Kk m,v>
c C r l—ﬁ
o2
m v , mOV . Vv2 V2
pv= V=V =VvVp p=p'y/1+-5 p'=p,/1-5
\/1—V \/1+V'2 c c
c c?
Eg =E, +E, =T+E,=pv—(T-E,)
Ek:T' Ek:pV—T T':pV—T T:p'V'—T'
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L'=T+E L=T-E,
Ep =E +E, =L'=pv-L
L'=pv-L L=p'v'-L' L+L'=pv=p'v
p dar_ d m002 1+ﬁ — MoV =mgyv p:d—T:i —moc2 I—V—2 = oV =myV'
dv'  dv' V2 2 dv dv 2 V2
1+ 1=
\ 2 2
df'=dx'i+dy' j+dz'k =—dxi—dyj—dzk =—dF 21.08
= dr'_dx'5, d}’JIdZ“ —1 [ dx3, dy jdzp | -1 dr_ —v
dt' dt' dt'” dt 1_7 dt dt dt / dt / V2
X':V'X V
P'x= dT’ m002 1+ :—mox Px d—T d —m002 1—ﬁ —_MMoX =—-myX'
dx' / dx dx o2 v
C
f'=X'i+y'3+z'f<=—xi—y3—zf<=—f 21.07
X'=-x y'=-y 2=z
ox'__ V__ oz'_
ox oy 0z
Y (g
ox dt\ox
oL d(aL) ox' 0L dt‘d(@Lj ot oL _ oT "
= |= _— |= L: —L ——=—-=pPx=—
ox dt\ox) oxox dtdelox) 0 PV g ok DT
Ox'0L _dt'd (oL 0 (' 1 d 1
ox oL _dtdfoL)__ I)—L_4a( =
Ox Ox' dtdt'(ﬁxj APV L= V-zdt'( m,X')=zero
1+
c
0 (py'_ Mo dx'_ 0P ov' OL' M, dk'_
Y L + = + =
il rdr Vo Paxton T gmdr
1+ 1+
c c
! ' 12
%zzero %zzero L'=m,c? ‘/1+Z—2—%
oL’y Mo dX"—zero 2 =1 =(-1)(-F)=x"+y?+27 = x> +y* + 2°
v'2 dt
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ox' \/1 2 dt' r3+\/1 V2 —7ero
c? c?
moi' ! "'\ ',: 'A — K7 — K2
= =—k;‘—3 —kr—l—k—_]—k—k——k(x i+y'j+z k)zr—%(r =r—§(r
1+ o
mX' » my' ~ mgzZz » mga' _g,,
\/1+V I\/1+V2JI\/1+V'2k_\/1 Ve
o2 o2 o2 o2
ma'  _j. . -m.a' _|.
2 = r—%‘r'—r%r —f'=t 0’2 =r—§<r =21.19
1+ 14+
c c
§25 Espiral logaritmica
2 2
Hd—\;v+HW+3Ad—\;VW+3AW2—B=ZGI‘O r=e" 21.37
do do
_ 2 —Q?
:l:L[Hscos(d)Q)] d—W:—Qsen(d)Q) d ‘;V= Q" cos(¢Q) 21.38
r eD dé D do D
2
w:l: 1 :e*a‘b d_W:_ae—a¢ d_\;v aze_ad’
roe¥ do do

Ha%e ™ +He ™ +3Aa% *e *+3A(e ) ~B=zero
Ha’e ™ +He **+3Aa’e > +3Ae***~B=zero
(1+a )He ™ +(1+a> BAe > ~B=zero

(1+a> BAe 2 +(1+a’ )He * —B=zero

(1+a? BAW? +(1+a’ JHw—B=zero

3AW? + Hw— " B2 = 7€ero
+a

—Hi\/H2+4.3A B
ad 1

w=e === = +r—
2.3A 6A ~ 6A (1+a2)

-




2 2
(G e BB |
2
%i% /H (11%::]3) (1+BaZ)=Z€r0
3AK H)Zg(ij# b2 4 12AB , 1 (424 12ABH
6A 6A oA\ (1+a®) 36AZL  (1+a’)
_6111 _a /H (llilzB) (liz):zero
R T e
2
B /H2+(11%::];’)—(1Ji2):zero

W, -H [, 12AB+ (2, 12ABj
12A" 6A 1+a) 12 AL (1+a2)

-H?, 12AB _Zem
6A 6A 1+a 1+a

(Hz+12ABj_H_2_ B
12A 1Ak (1+a?)) 6A (1+a>

=Z€10

H> H>, B _H’ B
12A 12A (1+a%) 6A (1+a?)

=ZCro

§25 Espiral logaritmica Continuagéo

3 2
—(H+Alj dw, 1|_GM, 21.71
r){d¢~ r) L'
2 —
(H+Alj d’w 1| ~GM,
r dd)z r va
2
(H+Alj dw, 1l B H=—R A=SM p=M.
r) | do? r m,C c L'
2
[H+Alj 4w 114 B=zero
r) | d¢? r
[ H*+3H A1+3HA2 LA 1) w1
r’ do* T
H +30°AL3HA’ L+ A’ L=H’ 130°A L 3HA? L+ A* L= zer0

r r r r r r
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(H3+3AHzlj(d aw,l }LB Zero
r)\dp*
(H3 +3AH?*w {(cild)w +WJ+B ZEero

2 2
H3—‘31¢‘§ +H3w+3AH2‘3iTV2VW+3AH2w2 +B=zero

21.38

[1+&cos(¢Q)] dw _~Qsen(¢Q) dZW:_QZ cos(¢Q)

welo 1
r eD do D d¢® D

H3|:_Q2(;05(¢Q)j|+H3 1 [1+SCOS(¢Q)]+3AH {M} [1+gcos(d)Q)]
D eD eD

+3AH? }) [1+SCOS(¢Q)]} +B=zero

—H3Q2—COSI()¢Q)+H3$+H3$scos(¢Q)+3AH [—Q CI‘;S("’Q)} +3AH2{—Q ch((I)Q)L £cos(9Q)+

eD

+ 3AH2{ 2]1)2 [1 +2¢ecos(¢pQ)+ €2 cos? ((I)Q)]} +B=zero
g

32 eosleQ) cos(9Q) , H? , |y3008(9Q) 3AH’Q COS(¢Q) _3AH2Q? S0 10Q) “(4Q)
D &D D eD D’

3AH [1+28C05(¢Q)+8 cosZ(¢Q)]+B Z€ero
g’

Q2 cos]()tbQ) H |, 3c0s(¢Q) 3AH’Q’ COS(¢Q) 3AHQ? COSD(¢Q)

eD D eD

3AH2 3AH 28005(¢Q)+3AH g cosz(¢Q)+B zero
e’D e’D?

32 cos8Q) P yacos(9Q) 3AHQ’ COS(¢Q) 3AR2QPS0S (0Q)
D SD D eD D’
3A]§122 6A]§12 cos]()d)Q) 3Al2 08 (9Q) (¢Q) B zero
€ €

~HQ?cos(¢Q), W' , H® cos(¢Q) 3AH’Q’cos(¢Q) 3AH’Q’cos’(¢9Q)
3AH> D 3AH eD 3AH?> D 3AH?’¢D D 3AH? D?

3AH? |, 6AH> cos(9Q), 3AH? cos’(9Q), B
3AH?¢’D? 3AH?:D D 3AH2 D? 3AH2

=ZCro

—~HQ’ cos(¢Q) L H  H cos(9Q) Q’ cos(¢Q) Q208 (¢Q)
3A D 3A¢D 3A D eD D D?

1,2 cos(¢Q) c082(¢Q) B
82D2 eD D D? 3AH2

=ZCro
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cos”(¢Q) 2 c0s*(¢Q) HQ® cos(6Q) | H cos($Q) Q” cos(9Q)

D’ D2 3A, D '3A D & D
L20c08(0Q), H . 1 B o
"eD D 3A8D e’D? 3AH?
2
(1-Q? ) (2¢Q) HQ* H Q' 2 |eos(9Q), B ero
D 3A 3A D sD) D 3A8D ¢’D> 3AH
— 2
H= Er _-myc — szl—%
myc2 m,c? eD
2 2
fi-q? ) 6Q), [ DO LD Q7 2 eos9Q), (<D i B
7 p? 3A 3A €D aDJ D 3A8D gD’ 3A(-1)
2\eos”(9Q) (Q° Q*, 2 |eos($Q)
(1—Q +——L——+L __1 + 1 +£=zero
D> 3A 3A eD eD) D 3AeD *p?
2 2
(1—Q2 cos (9Q) (Q° 1 Q 2 \eos(dQ) 1 .1 _eDB _ .
D> 3A 3A &D D D) D 3AeD ¢’p’ 3AeD
epB=2Mo
LV
2\c0s’(9Q) (Q7 1 Q7 2 Jeos(4Q) 1 1 1
(1—Q 4| —————3 = — + =Z€ero
D’ 3A 3A eD eD) D 3AeD  ¢’p? 3AeD
2\eos”(9Q) (Q° 1 Q1 2 Jeos(9Q), i
(1—Q +H == + =Z€ro
D’ 3A 3A eD D) D &’ D>
2_, 6A
=1-%4
Q eD
2
[1_(1_@]1008 (¢Q)+[1(1_@]_¢_¢( ] 2eos(9Q), 1 _
eD/)] p 3AU D) 3A D\ eD/) D] D 8D2
16A_1 1. 16A 2)08(¢Q) 1

(1 I+ 6A)COS (9Q) ,

2

eD D

( oA ) COSD(¢Q) (

— 2+
( eD

6A
eD

2

< 4
eD SD

3A 3AeD 3A eD eDeD

1 )eos(¢Q) 1

eD)

eDJ

6A |cos(¢Q) 1

5 =ZEro
D € D

82D2J

)

S =Z€ro
D € D

cos(¢Q)

+(LJ(L):M
D eD/\eD
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(6A)%+( 6A)cos(¢Q)

=Z€10

eD D sD

COS(¢Q):_(‘1+ESJ \/( 1+2§) ~46n L

D

2.6A

g (1758 ) 1P ra(BA (64 ) 208

D

12A

g (1758 )i1-128(6AY 248

D

12A

_6A 36A | 36A
cos(d)Q):(1 sD)i\/l eD  ¢’p?

D

12A

_6A 36A | 36A
cos(d)Q):(1 sD)i\/l eD  ¢’p°

D 12A
|_36A 36A ~ ||_36A 36A° L oro A<M,
< D SD 82D2 C2
2 2 -11 30
36A° _ 36 [GM, ) _ 36 (6,67.10 1,989.10" | 14
2.2 2.2 2 = 2 =2,55.10
e’ D'\ & ) (55.442.955.600)°| (1,90702458.10°
( _6A)i [I_36A
cos(¢Q) _\" &D eD
D 12A

( 6A) |_36A |_6A, (1 136A) 1_6Ai(1_18A)
COS((I)Q) eD __ €D 2eD/___ €D eD

D 12A 12A 12A
_6A_(1_18Aj |_6A 1 18A 12A
COS(¢Q) eD/__ €D eD _eD _ 1
D 12A 12A 12A  eD
cosbQ), 1 _ e
D

zero<r(pQ)<owo—>M, #zero—>Q

= 1—% - ——COS((I)Q) +L=ZCI‘O
eD D eD
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2 2 2
Q) @), (Q° 1 Q2 JoostoQ), 1
D 3A° 3A €D aD D &’D
r=00—>M, =zero—>Q=1 Q=[1-6A_ |- 6 Giz = 1--& &fm) =1
eD eD\ ¢ eD c
2
(-2 Q) ( SRS IR O () O
D 3A 3A sD sD) D ¢p
(L\ COS(¢Q)+ 1 =Z€ro COS(¢Q) ——=Z€ro
eD) D 2D’ D aD
r=oo—>M0=zero—>Q=1—>W=L=L[l+scos(¢Q)] cos(d)Q) ——=zero
r=0 gD D
A presenca de Q na férmula r=r(¢Q):¢, permite que ela descreva também uma espiral.
1+¢&cos(9Q)
);rinin I):max :;mn ‘meax
[View2D T ][Polar =@+
mm
np T foR
5 (:’ ﬂI
. mmowm
——
[Functions | Tangent
Zoom In ‘ Zoomoull Reset

Developed by T.V
A g1t 16 Gecicatea 1o stucents 8 my paren

P—ﬁ
,':? e . ,) g GraphFunc ...

1423

®® 25/09/2017

( Qz cos (d)Q) __L_Q_2+L\cos(¢Q)+ L ero
D> 3A 3A eD €D D D2
1-12A
zero<r(pQ)<oo—> M, #zero— Q= 212
1—6A
eD
1-12A —’ _12A 1-12A —’
e o), | 1 [ en |1 [ e |2 feoso), 1
l—® D? 3A 1— 6A | 3A ¢D 1_@ SDJ D £2D?2
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Gl Uy e e G G ) e v G

(1 6A _1 12A\c0s*(¢Q) ( LI2A 1, 16A 1, 112A, 2 26AC0s0Q, 1 1 6A_ ..
eD eD/) D2 3A 3A eD 3A 3AcD ¢D eD eD ¢D eDeD/) D e2D? ¢2D?2eD

(@\Cosz(d)Q) _,_( 1 \COS@)Q)_,_L_L@:zerO
eD) D2 eD) D e?D? &D?eD

_(_1ji \/(_1)2_4@( e 6Aj

cos(dQ) _ | ¢D eD)  eD\&2D? 2D ¢D
D 76A
eD

+\/ 1 _24A( 1 _ 1 6Aj

cos(dQ)_ D Ve2D?  eD \2D? ¢2D?¢D
D 12A
eD

\/ _24A 1 +24A 1 6A

cos(¢Q) _ aD e2D? eD ¢D? ¢D £D?*eD
D 12A
eD

1 4 1 [j_24A , 24A 6A
COS(¢Q)= eD €D eD €D €D
12A

D 1A
eD

\/ 12A 144A2

COS(¢Q) SD eD e2D?
D 12A
eD

141 (1_12A)
COS(¢Q)=8D eD eD
D 12A

eD

141 12A
COS((I)Q) eD aD(l sDj

D 12A
eD
1. [ 11 12A)
COS(¢Q) eD \eD €eD ¢D
D 12A
eD

1_[1_112Aj
COS(¢Q)= eD \eD €D €D
D 12A
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COS((I)Q): eD eD eD €D

D 12A
eD
1 12A
COS_(d)Q): eD eD
D 12A
eD
cos(¢Q) _ 1 _cos(9Q) + 1 —ero
D eD D eD

[_12A
zero<r(pQ)<oo—> M, #zero—>Q= eD _, cos(¢Q) +-L =zero

1—6A D eD
\/ eD
1-12A G
2__ gD 1_6A 2_1_6A A= M,
Q 1-6A eD Q eD c?
eD

eD=a(l-£2)=57.909.227.00000]1 —(020563593) |=55.460.469.56840

_GM, _6,6740831.10"'.1,9891.10°°

A =1.477,089.535.42

2 (2.99792458.10f
_12A
Q= [—=£D -0999.999.920.1 Q=.[1-9A -0,999.999.920.1
1_6A eD
eD

1,276.789.102.53

1.296.000,00

0.Q=1.296.000,00=¢= Q<1 Avango Q>1 Retrocesso

Ap= é—ljl.296.000,00 Ad>zero Avango Ad<zero Retrocesso

A¢= L 1]1.296.00000=0,103.549.893 544"
1-12A )2
eD
1-6A
L eD
A= %—1 1.296.000,00=0,103.549.876.997"

5]
L\ €D
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365,256.363.004

=415,210.316.139
87,969

N=100.LT 100
PM

> Ap=AGN=0,103.549.893.544 x 415210.316.139=42,994.984.034.7"

> Ap=AGN=0,103.549.876.997 x 415210.316.139=42994.977.164.2"

Por definicdo £>7€ro

zero<r(pQ)<oo—> M, #zero—Q= r=0—>M,=zero—>Q=1

——COS@)Q) +L=ZCI‘O—)8= 1 —COS@)Q) +L=ZCI‘O—)8=—_1
D eD cos0Q) D eD cos0Q)
Se Q=1

[SZCOS(;)_K)HFCO—M

Energy Newtonian (Ey)

2\cos” (4Q) 2 Yeos(9Q)  Q° X g
-0 )Tz +(X_5)T+§+ Zpt ep

N 1 1 _cos(¢Q), 1 _
r=0—>Q=1->w p—-— aD[l+8COS(¢Q)] D +gD Z€ero

2
- ZX_LJ(_L)J{X 2]( 1)+Q 1 X e
( Q eD eD eD eD) D* &D* €D y

2
1- ZXI) x4 2 Q1 X s
-0 gD’/ D D’ D’ Y

2

e’D? €D

1 Q@ x. 2 Q@ 1 ¥

T T T =7ZCro
D’ D’ D &D° D’ D €D
Q. Q. 4 2 2
+==+ =Zero =1
D2 D° D2 D y Q
1 1 4 2x
+ : =zero
2D’ D’ D’ eD y
242 22 22 22
82D2 L€ ]2 {4%])2 2xe'D 82D2y=zero
€D D €D eD
—1+82+4—2ng—82D2y:zer0
x=2_ y=2Ex 2=¢DGM 1_=1(g2)
eD m,L a gD
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—1+¢° +4—2%8D—82D2y=zero —1+¢° —82D2y=zero
€

—1+&°—¢’D’ ZEN2 =zero gD 2B ero
m, L m,eDGM,
1462 —eD—2EN o L(82—1)=—2EN
M,m, eD k
E.-—k
NT0a
§26 Avanco do Periélio de Mercurio de 42,99"
Supondo UxX=v
(2.3) u'x'= u.>2<—v = V2—V =u'x'=zero
R
c© c c© c
Ux=v ux'=zero 21.01
2 2 2
(1.17) dt'=dt, [14+ 5 —20UX _ge 14V _2VV s gpr—gp 1 -V
c c c© c c
2 2 ] 2
(122) dt=dt' 1+ 4 VUK _ g 1472, 270 g a7
2 2 2 2 2
C C C C C
v’ v*
dt'=dt,[1-2 dt=dt, 1+ 21.02
C C
2 ¥
1——2 l+—2:l 2103
c c
1]
V=t V=t 21.04
v* 1 v
14V Ji-v
c? o’
dt >dt' vV vdt =v'dt' 21.05
(1.33) ¥ —V —V —p=—Y
33) v= = V=
2 ] 2
\/1+V'2+2V'L§'X' \/1+V' +MZQ) 1+7
c c c c c
(1.34) ¥'= — = _2" =>7=—-Y
N e N
c c c® c c
_ - =
=l = 21.06
v* v
c c
F=rf=-f" Pl=—rf=-f IH=|F|=r 21.07
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dr=

rd

V=

a

al

drr+rdr=—-dr

r=drrr+rrdr=dr

r

df_dlr?)_dr;, df;
dt dt dt dt

dr d! rr!

drf+r j
dt'

:d—ﬁz dZE = dz(rf) = d2r _r(d_¢j2 r +
dt dt® dt? dt’ dt

dv' _d°r dz(—rf):_ dzr_r(d_¢
de' de?  dt? at? \at'

dr'=—drr—rdr=-dr

rdrf'=—drtrr—rrdr=—-dr

2 2
V== (ﬁj +(rd—¢j
dt dt
2 2
V'2= _’"_/."z (@j +(rd_¢)
dt dt

[zd_rcwﬁ d ¢j¢

dtdt dt

s
arae - ae?

-V
1477
C’2
dv_d|_ -# dt' d | -7
dt dt V'Z
o
C C
— 2
av _ 1-2 —12 1+V_2dV’
dt c (Hv'j ¢ dt
=L
C
dv ve -1 v
o 1-% ~ A
dt c (l—i— ') c® dt
2 L
C

1.2 -1

'2 1 '2 D)
V_d_v_“/";(1+v_2j2 2 2(2v dVJ
2 C c® dt'

V_dx?'\/l+v_'2_ 1 yav' v
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21.10

21.11

21.12

21.13
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21.50



=S
[\
&
Q.
<
|
&
w
— 1
TN
'_\
+
~—
Q
<
’Q
<:
<:
I—I

Femi=—xd - b dv 21.51
C2 C2
- j— '2 g | [inga
F'= T 3 (1+V_2jﬂ_v'd_vl2' 21.52
22 c”)dt dt'c
(1+2j
C
Fomg=—d _ M dV_@m_ "M (1+V—'2jd‘7' 'dVV 21.53
g gz L e -
2 2 1+~
C C C2
B =[Fdf=[F (-dF)=[—Ei(-dr) 21.54
r

By~ [Far=[F frar)- [ dlar- (1,040 900 | an)- [ itar) 2155

J2 dt N de  de'c?
1-% 147
C 2

B = [ dvdt= [T (1+ jd F AL g AL 7 J‘kAdr
Vo dt AU ) ar dt'c
1=V
= [1+2)
C
12
B, = dv v =[—b {(1+—jdvv vdv"”’} [“Ear
25 c c r
1-— V'
()

E, ZI mydv _ T |_(l+—)dv v'-v'dv’ } j—dr

B, J-mvdv mvdv3(l+v_'22_v_'2j:-|'__kdr
\/1_‘/ )2 c
C'2 1+?
Ek:J. myvdv :J' myv'dv' :J'__kdr mvdv _ mv'dv' _—k

\/ > ) 3 dE, = —dr 21.56
1V ( v jz
|1+
C 2
c

\/l—vz s g r
CZ l+?
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2 2
f —mcC
Ek:—moc2 l—V—2 :—02:£+constante
C v oor
1+Y

2

c
2 2
ER:—moc2 l—V—2—£=constante ERzﬁ—ﬁzconstante
C r Vlz r
1+—
c
—_ 2 '2 —_ 2
R V'2 r o 2 r R igi 0 o
1+ 1+
c c
-1 Egx " k 1
2 2
\/l_'_v mc mc r
2
c
He EL A= k _GMOmO_GMO
2 2 2 2
mc mc mc c
3
—1 - =H+AL 1 5= H+Aij
4 r 2\, r
1+ v e
Z (1+c2j

\/1_v§ \/1_ij dt” dt v dt'
C C
D=r29f_pi p=r?90
dat' dt'
dE, = mOVdZ - VAV kg K pgp
v 2 \o r r
-7 (147 )
C
dEkZF'X?‘: le 3V'dv':ﬁzAdr'_sz”'
dat' 2y dt rfdt r
(1+Vz)
C
P2 3:%f
> r
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oo b | dr d¢ dr d¢ ¢ ko
T 2{ {dt'2 (dt’)}: ( de' dt! dt'2j¢} r 21.66

Fry=——"% 3(2dr d¢ d¢2 ¢ zero 21.67
T pUarae ae
(1+ 2)
c

- — 2 2
P Jdr_[(d_(é) }r:%r 21.68

d_¢:£ ar __ pdw d’r - —L¥ d’w d2¢ _ 2L'2@
de r’ dt’ de dt?  r° d¢’ dt?  r° dé

21.69

21.70

_(H+Alj(g¢z 1) = 21.71
r r L
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§25 Espiral Logaritmica continuagao

3 2
—(H+Alj dw,1 :GN?) 21.71
r){d¢~ r) L'
2 —

(H+Alj dw 1) G1\2/10

r)lde* ) L
[H+Alj dw l|__p H=—R A=SM =M,

r)(d¢* r m,C c L'

1) | d*w
(H+A—j = |[+B=zero

r dd) r
[ H?+3H A1+3HA2 S 1) d*w 1|, B sero

r’ do? r
H'+3H°AL3HA’ LA’ Lap’ 307Al 3HA® L+ A” L 2zero
r r r r r r
(H3+3AHzlj(d ew,l }LB Zero
r)\dp*
(H3+3AH2 d’ W+W +B=zero
d¢’
2 2
H AW 13w 3AH2 S Wy 1 3AH2w? + B=zer0
dé do
_ 2 —_0?
w=L="1[1+&cos(¢Q)] dw_~Qsen(9Q) d W= Q" cos(9Q) 21.38
r D dé D do D

A primeira hipétese para obter uma solugao particular da equacgao diferencial & supor o raio infinito r=o0,
assim fazendo obtemos:

2 2 2
r:oo:8%[1+scos(¢Q)]=zer0:>ecos(d)Q):—l ‘31(;3’= Q CSS((I)Q): QSSC];S((I)Q):S_D

W=

2 2
H3—‘(11¢‘;’ +H3w+3AH“(‘1TV2Vw+3AH2w2+B=zero

2 2 — 2
W =2Zero d—WzQ— H= Ep _—mg =—1

d¢> €D m, 2 m,c2

a 1)( j+( 1) (zer0)+ 3A(~ 1)( j(zer0)+3A( 1 (zero)’ + B=zero
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2
—(Q—j +B=zero SDQ +eDB=zero
eD eD

2 2
—Q +1=zero Q=1
Este resultado demonstra que no infinito a influéncia da massa central € zero M =zero .

A segunda hipdtese para obter outra solugdo particular da equacgao diferencial é obtida observando que o
angulo ((I)Q) da equagao £cos(¢Q)=—1 indica a diregdo do raio infinito r=c0 onde a influéncia da massa

central é zero M =zero e Q2=1 , por isso a dire¢cao do centro de massa é dada pelo angulo (¢Q+1t) que

substituido na equacdo &cos(¢Q)=—1resulta na nova equagdo &cos(¢Q+m)=—1 que indica diregao
oposta a diregao do raio infinito que é a diregdo do centro de massa:

gcos(pQ+m)=-1 cos(¢pQ+m)=—cos(¢pQ) g[~cos(¢pQ)]=-1 gcos(¢pQ)=1

wol_o 1 _ 1 _2 d’w_—Q’cos(9Q) _ —Q’ecos(¢Q) _—
== [1+&cos(9Q)]= (1+ 1) e = D =
W:L de:_()2 H= ER :—mOC2 =—1
gD do*> €D my,c2  m,c?

2 2
H3—‘31¢‘§ +H3w+3AH2‘3iTV2VW+3AH2w2 +B=zero

(- 1)( j+( 1)( )+3A( 1)( DZJ[SLD)+3A(—1)2(SLDJ2+B:zer0
(212N o

2
Q_2 3AQ 2 +3A 4 5+B=zero
eD €D eDeD D’

i—L——6AQ 12A+B Zero
eD eD D &¢D°

sDQ _2¢D 8D?A2Q L eDI2A ng 2A +eDB=zero DB sDGi\/I eDGM
eD eD gD &D? L eDGM
Q2—2—6AQ +12A 4 1=7ero
eD eD
2
Q’ (1-0AQ L 12A _jer
eD eD
_12A
Q? 6AQ’ _1_12A Q= ! eD
eD eD 1—6A
eD
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Aplicando os resultados da segunda hipétese na equacao diferencial:

2 2
H3—‘(11¢‘;’ +H3W+3AH2(;T‘;VW+3AH2W2 +B=zero

w=i= [1+&cos(¢Q)] d_w:_—Qsen((I)Q) d’w_-Q° C]())S((bQ)

1 =
r €D do D d¢?

21.38

H{—Qz cos(¢Q)

5 }+H3 8})[l+.¢:cos((1>Q)]+3AH {Q+S(¢Q)} D[1+acos(¢Q)]

+3AH? })[l+acos(d)Q)]}2 +B=zero

~HQP IR Cos(d’Q) L L SCOS(¢Q)+3AH2[QLS(¢Q)} +3AH2[QLS(¢Q)} scos(0Q)+
<D D eD D eD

+3AH? { 2]1)2 [1 +2ec0s(¢Q)+ &% cos? (¢Q)]} +B=zero
g

_Q2eos0Q) Y 3 cos(6Q) _3AHQ? COS(¢Q) Qe (9Q),
D aD D eD D?

3AH [1+28C05(¢Q)+8 cosz(¢Q)]+B zero

_Qreos0Q) P 3 cos(6Q) _3AHQ? COS(¢Q) Qe (9Q),
D aD D eD D?

3A§2 3A]I;I 28005(¢Q)+3AH £ cosz(¢Q)+B zero
€

reoséQ)  HP |5 cos(6Q)_3AH’Q? cos(¢Q) sazQees (0Q)
D sD D eD D?

3/;tz2 6AH? c08(¢Q) , 5, 112 ¢05*(¢Q) cosz(tbQ)
D eD

~H’Q%cos(9Q), H’ . H’ cos(9Q) 3AH’Q’cos(¢Q) 3AH’Q’ cos’($Q)

3AH> D 3AH28D 3AH> D 3AH?¢D D 3AH? D?

3AH? |, 6AH> cos(9Q), 3AH? cos’(9Q), B
3AH?¢’D? 3AH?:D D 3AH2 D? 3AH?

+B=zero

=ZCro

—~HQ’ cos(¢Q) L H  H cos(¢Q) Q’ cos(¢Q) chos2(¢Q)
3A D 3A¢D 3A D eD D D?
1,2 cos(¢Q) c082(¢Q) B _,0o

82D2 eD D D? 3AH2

cos’(¢Q) Q? cos’(¢Q) HQ’ cos(¢Q) . H cos(¢Q) Q’ cos(¢Q)
D? D2 3A° D 3A D eD D

,2cs¢Q, H , 1 ., B
sD D 3A8D ?D? 3AH?

=ZCro
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(Q2)es Q) [ HQ* 1 Q% 2 JeosWQ), u B oo
D’ 3A 3A &D &D) D 3A8D ¢’D?> 3AH>
H= Er _—m,c? —
mc2 m,c?
2 2
Q) Q) (DO (D Q" 2 Jeos@Q), <D, 1, B .,
D 3A 3A €D SD} D 3A8D e’ D> 3A(-1)
2 2 2
(Q2 ) W [Q 1 Q2 JeosWQ) 1, 1, B_,y
D’ 3A 3A ¢D e¢D) D 3AeD *p? 3A
2 2
(1-q? ) 4Q) (Q° 1 Q2 |eos®Q) 1 . 1 ,eDB __
D> 3A 3A &D D D) D 3AeD ¢’p’ 3AeD
8DB=8DC§V[ eDGM |
L sDGM
2 2 2
(1-q7 )8 (0Q) (Q° 1 Q" 2 jeos(¢Q) 1 . 1 L ero
D’ 3A 3A ¢D eD) D 3AeD  ¢’p? 3AeD
2)oos’(9Q) (Q°_ 1 Q" 2 Jeos(9Q)
(l—Q H- L X 2 +—1=zero
D’ 3A 3A D eD) D ¢’D’
h_12A
zero<r(¢Q)<oo—>MO¢zero—>Q:—8D
_6A
eD
[ _12A —’ i 1-12A _12A —’
_ co2®Q),| 1| ap | 1 oD |, 2 |cos0Q), 1
- 6 J D> [3A| 1-0A | 3A 8D |_6A SDJ D D
L eD L eD eD
6A _(1_12AY]cos?(@Q) [ 1 ({_12A)__1 (;_6A)__1(]_12A), 2 ({_6A)|cos®Q) . 1 (|_6A
_1 e\ gD)J D2 _3A(1 gD) 3wl e )gD\l ng S j b el gD) 7o
(1 6A _1 12A\cos*(¢Q) ( LI2A_ 1, 16A 1, 112A, 2 2 6AY os@Q), 1 1 6A_,..,
eD eD/) D2 3A 3A €D 3A 3AeD eD eDeD eD eDeD) D &2D? g2D2eD
(@\cosz(d)Q) J{ 1 YeosdQ), 1 1 6A_ .
eD) D2 eD) D gD g£D?eD
2
_(_1ji \/(—1] _46A( L1 6A]
cos(9Q) _ \ ¢D eD) eD\g2D? ¢2D?eD
D 20A
eD
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Lyl 1 _24A( 1 _ 1 6A)

cos(0Q) _eD Ve?D? D \g2D? ¢2D2¢D
D 12A
eD

li\/ _24A 1 [ 24A 1 6A

C05(¢Q)= eD Ve2D? eD &D? eD €D?eD
D 12A
eD

14 1 [_24A  24A6A
COS(¢Q) sD eD eD eD eD

D 12A
eD

\/ 212A 144A2

cos(¢Q) _ SD eD g2D?
D A
eD

141 (l_lej

COS((I)Q) eD €D eD
D 12A
eD

141 (1—12A)
COS(¢Q) eD €D eD
D 12A
eD

+[1 1 IZA)

COS(¢Q) eD \eD €D €D
D 12A
eD

1_[1_ 1 12A)
COS(¢Q)= eD \eD €D €D

D 12A
eD
11 1 12A
COS(d)Q): eD _eD €D €D
D 12A
eD
1 12A
C05(¢Q) eD eD
D 12A
eD
cos(¢Q)_ 1
D eD

Onde aplicando o resultado da segunda hipstese £cos(¢Q)=1=>cos(¢Q)=1
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Que é uma identidade demonstrando que o resultado da segunda hipétese esta correto

1-12A
2_ gD ~1 6A 2:1_@ A=GM0
Q 1-6A eD Q eD c?
eD

eD=a(1—£2)=57.909.227.0000011- (020563593 |=55.460.469.56840

_GM, _6,6740831.10"'".1,9891.10%

A =1.477,089.535.42
2 (2.99792458.10%f
1-12A
Q= [—=£D -0999.999.920.1 Q=./1-9A -0,999.999.920.1
1-6A eD
eD

1,276.789.102.53™

$.Q=1.296.000,00=> ¢—=1-226-000.00

Agp=| —L———1]1.296.00000=01103.549.893 544"
1-12A )2
eD
1—6A
L eD
Ap=|— L 1]1.296.00000=0,103.549.876.997"

5]
L\ €D

N=100PT _100365256.363.004
PM

87,969

=415,210.316.139

> Ad=AGN=0,103.549.893.544 x 415210.316.139=42,994.984.034.7"

> Ad=AGN=0,103.549.876.997 x 415210.316.139=42,994.977.164.2"

Energia Newtoniana Ey
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R =zero
dt r° myr m,
dé_ 1 dr__;dw dr I dw d’ _2r dw
dt r? dt d¢ dt? r? d¢? dt? r’ dg¢
2 )
Ldw | L2 _2k1_ PN _sero
dg¢) r°* myr m,
’ 2
d¢) r° mIL r mL
’ 2
dw | 12 ——2k2 1 Y-=zero
de¢ r* mIL r mDL

+w— =zero

d¢ moL2 moL2
5 2k _ 2By

_mOL2 m,I*
[Z—ZJ +w’—xw—y=zero
w=2="Lfl+scos(po)] dw _~0serl¢0) d%w _—0*cod($0)

r &D d¢ D d¢’ D

[MGD@} { [1+gcos(¢Q)]} x—[1+gcos(¢Q)] y=zero

2 i-costyo) )+ coslgol-x_—xecodgo)-y =zero

Q—i—Q—icosz(¢Q)+ 26‘COS(¢Q)+—6‘ cosz(¢Q) - %@—yzzero

2 D 202 2
o Q20052(¢Q) 42 COS(¢Q)+COSz(m)—i—xﬂ@—y:zero
D? D? 52D2 &D D D? eb D

cos(go) 2COSZ(¢Q)+ 2 coslg)  coslg0) * 1

————y=zero
D? D? eD D D D? &°D° &D
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(l Qz)cos 2§¢Q

D

(D )M@ o

1
£2D?

X
—————y=zero

D2 D

Energia Newtoniana Ey

2 2
2 Jeos (6Q) ( 2)008(¢Q) Q ., 1 x
1- 4l x——= |2l X 1 X v—7ero
( Q D2 eD D D2 82[)2 eD Y
r=oo—>Q=1—>W=L=L[l+ecos(¢Q)]=M+L=zero
= D D €
(-2 -1 1 2Y_1).Q, 1
S
Q eD eD eD eD/) D? &D* eD Y
(-2 ! 2 Qg
1- X4 +==+ X__y=zero
QXSZDZJ D D DP &D® €D
L@ x, 2 01 x o
D’ ¢’D* eD ¢'D* D* ¢D’ €D
Q Q 4 _2x 2
=7ero =1
D D° &D’ eD ° Q
1 1 4 2X
: : =7ero
D’ D D’ €D
22 22 22 22
szDzislg =4%I)2 2xe"D 82D2y:zero
€D D D eD
—1+82+4—2ng—82D2y:zero
X:L y:—zEN2 L2 =8DGM
eD m,L
—1+82+4—2%8D—82D2y226r0 —1+82—82D2y:Z6r0
€
1+&*—¢’D? ZEN2 =7ero —1+82—82D22¢
m,L m,eDGM,
—l+¢ SD&:zero L(82—1)=2h
M m, eD k
E. ==k
N 2a
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§27 Avanco do Periélio de Mercurio de 42,99" “ Condig6es de Contorno”

Comecemos da equagdo que expressa o equilibrio de forgas:

=
o A :%f 21.65
r

3
2\2
1+Y

( czj

No lado direito temos a forga gravitacional %f definida por Newton, no lado esquerdo temos a descrigao

fisica de Forca ' = —™% _ 4a Relatividade Ondulatoria.

1;/2 E
(1+C_Z>

As propriedades fisicas da equagao 21.65 exige sua validade quando seu raio varia desde um raio maior
que zero até um raio infinito, portanto o raio varia de zero <r < o, e por isso temos duas distintas
condicbes de contorno a primeira condigcdo de contorno € quando o raio € infinito r = e a forga
gravitacional é zero, o que significa que a particula esta em repouso com v’ = zero e @ =zeroea segunda
condicao de contorno € quando o raio é maior que zero e menor que o infinito zero < r < oo 0 que significa
gue a particula estd em movimento devido a influéncia de uma forga gravitacional 21.65 com v' # zero e
a’' # zero.

No §26 na sequéncia dos calculos substitui-se em 21.65 as igualdade 21.62, 21.69 e

H= Er A

2
m,c c

:Gl\;[(’ B= 20 , mais w = .
L' T

Apods essas substituicdes obtemos a equagao diferencial:

2 2
H3((11T‘;’+H3W+3AH2d—‘;’W+3AH2w2+B=Zer0 27.1

Esta equacdo tem que ser valida para as mesmas condi¢des de contorno que a equagdo 21.65, ou seja,
tem que ter validade desde um raio r maior que zero (r > zero) até um raio infinito (zero < r < «). A sua
solucao exata é dada por:

w:l:L[Hscos((l)Q)] 27.2
r €D
Que deve abranger as duas condi¢des de contornos ja descritas.

Aplicando a solugéo 27.2 na equacgéo diferencial 27.1 temos:

2 2
H3—‘(11¢‘;’ +H3W+3AH2(;T‘;VW+3AH2W2 +B=zero

w=l__1 [1+&cos(¢Q)] d_W:—Qsen(¢Q) dZW:_QZCOS((I)Q) 2138
r

&D do D do? D

H3[_Q2 CI‘;S(“’Q)}W L [1+gcos(¢Q)]+3AH2[%} L {1+ ccos¢pQ)l+

€

+3AH? %[lﬂ:cos(d)Q)]}2 +B=zero
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CHAQreo0Q) i L3 L peo(90)+ 3AH2 {M} +3AH2{QLS(¢Q)} gcos(0Q)+
D eD eD D eD

eD D

+ 3AH2{ 2]1)2 [1 +2¢ecos(¢pQ)+ €2 cos? ((I)Q)]} +B=zero
€

132 S0s8Q) , H® 3 c0s(9Q) 3AH’Q” cos(9Q) 3, py2y2€05°(4Q)
D D D eD D D’

3AH [1+28C05(¢Q)+8 cosz(¢Q)]+B zero
g’

132 S0s8Q) , H® | 3 c0s(9Q) 3AH’Q” cos(9Q) 3, py2y2€05°(4Q)
D D D eD D D?

3AH 3AH 3AH 2
2gcos + & cos +B=zero
JETSCIery (9Q) T (9Q)

eD D eD

L 3AH? | 6AH? c0s(¢Q) , 5, 112 c0s”($Q) cos2(¢Q)
€ D2 eD D

~H’Q%cos(9Q), H’ . H’ cos(9Q) 3AH’Q’cos(¢Q) 3AH’Q’ cos’($Q)
A D 3AH%D 3AH® D 3AHD D 3AH> D’

3AH? |, 6AH> cos(9Q), 3AH? cos’(9Q), B
3AH?¢’D? 3AH?:D D 3AH2 D? 3AH?

HQ? cos]()tbQ) H® |, 3c0s(9Q) 3AH’Q’ COS(¢Q) 3AHQ? COSD(¢Q)

+B=zero

=ZCro

—~HQ’ cos(¢Q) L H  H cos(¢Q) Q’ cos(¢Q) chos2(¢Q)
3A D 3A¢D 3A D eD D D?
1,2 cos(¢Q) c082(¢Q) B _,0o

82D2 eD D D? 3AH2

cos” (¢Q) Q? cos’(9Q)  HQ’ cos(9Q) , H cos(dQ) Q” cos(9Q)
D? D2 3A° D 3A D eD D

L20c84Q . H . 1 . B
SD D 3A8D ¢’D? 3AH?

=Z€1ro

=ZCro

(1Q2)es0Q) ( HQ’ , H Q' 2 )cos4Q, H , 1 , B
D’ 3A 3A &D &D) D 3A8D ¢’D?> 3AH>

Er _—m,c?

H= =-1

mc2 m,c?

Q2 Q) [ CDQ” (D Q" 2 Jeos@Q), <D, 1, B
"D 3 3A €D gD) D 3AeD gp’ 3A(-1)

2 2 2
(1—Q2 cos’(9Q) [Q° 1 Q2 feos(¥Q) 1 . 1 B __.
D’ 3A 3A ¢D e¢D) D 3AeD p? 3A

=ZC1o0
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( _Q?)eos (<I>Q) Q 1 Q. 2 2 Jeos(4Q) 1 N 21 DB e
D> 3A 3A &D D D) D 3AeD ¢’p’ 3AeD
sDB:SDGiv[ eDGM |
L?  ¢DGM,
2eos’(9Q) (Q° 1 Q' 2 Jeos(9Q) 1 1 1
(l—Q S| e - + + =zero
D 3A 3A ¢D ¢D) D 3AeD  ¢*p? 3AeD
2\eos’(9Q) (Q° 1 Q1 2 Jeos(9Q), i
(l—Q R et +— 5 =zero 27.3
D 3A° 3A D €D D D

Esta equacao deve ter solugdo para as mesmas duas condigdes de contorno de 21.65.

Solugao de 27.3 para a primeira condi¢cdao de contorno que é quando o raio € infinito r = o, e a forga
gravitacional é zero o que significa que a particula estd em repouso e temos v’ = zero e a’ = zero:

Aplicando Q2:1 em 27.3 obtemos:

2 2 2
(=124 (= 5= 5+ 5) 0+ o = zero.

D2 34 3A &D D g2p?
-1
cos@) + = zero €= 27.4
D eD cos(®)

A equagédo 27.4 é exatamente igual ao resultado da equagao 27.2 quando o raio é infinito r = oo, w = zero e
Q =1, como se comprova em 27.5:

-1 [1+ ecos(@Q)] = S [1+ ecos(@1)] = cos(®)

1
= + — = zero 27.5
r=00 &D &D D &D

w =

Portanto em 27.4 temos um resultado exato que descreve como no infinito a excentricidade ¢ se relaciona
com o angulo @ do raio infinito da particula, sendo € = 1 o que significa que o movimento a partir do infinito
sera ou parabdlico com ¢ = 1 ou hiperbdlico com ¢ > 1. Observemos que por definigdo € > zero.

Solugédo de 27.3 para a segunda condigcdo de contorno que é quando o raio € maior que zero e menor
que o infinito zero < r < oo 0 que significa que a particula estda em movimento devido a influéncia de uma

forca gravitacional com v' # zero e a’ # zero.

\/_7
J:

(1-Q? ) “9Q), ( 1 Q2 |eos(¢Q), 1 973

Aplicando Q = em 27.3 temos:

=~ - =< =Z€1ro
D> 3A 3A 8D gD) D p?

i _12A W [ (1=12A ( 1-12A W

- cos’@Q) | 1 eD | 1 _ 1| €D |, 2 |c0s(0Q). 1 _ ..
16A D2 3A| 1_6A | 3A sDL1_6A aDJ D D2

L eD L eD eD

6A _(1_12A|cos*(0Q) [ 1 (|_12A__1 (]_6A)__1 (;_12A), 2 (;_6A\]cos®Q), 1 (| _6A)_,..
e U ngJ D2 _3A(1 ng Al JgD\l ng'ngl ngJ b @l gDJ_eo

(1 6A _1 12A\cos*(4Q) ( LI2A_ 1, 16A_ 1, 112A,2 2 6AY\os@Q) ., 1 1 6A_,.
¢eD ¢D/) D2 3A 3A ¢D 3A 3AeD eD eDeD €D eDeD/) D e2D? ¢2D? eD
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(@\Cosz(d)Q) J{ 1 \eos@Q) . 1 _ 1 6A

=Z€C1ro0
eD) D? eD) D gD gD?eD

_(_1ji \/(_1)2_4@( L1 6A)
cos(dQ) _ | ¢D eD)  eD\g2D? £D?eD
D 7 6A

eD

141 24A( 1 _ 1 6Aj

cos(¢Q) _eD Ve2D? D \&2D? ¢2D2¢D
D 12A
eD

1 + 1 _24A 1 +24A 1 6A

cos(0Q) _ eD " Ve2D? gD £2D?  eD £2D? gD
D 12A
eD

1 4+ 1 [_24A 24A6A

cos(dQ) _ gD eD eD  eD eD
D 12A

eD

1 12A , 144A2
14 1 fjpl2A  144A°
cos(¢Q) _ sD eD gD  g2D?
D 12A

eD

1 _12A
COS(¢Q) 8D+8D (l aD)

D 12A
eD
BN (1—12A)
COS((I)Q) eD €D eD
D 12A
eD
1+(1_112A)
COS((I)Q): eD \eD €D €D
D 12A
eD

1_(1_ B 12A)
COS((I)Q): eD \eD €D eD

D 12A
eD
11, 1 12A
COS(¢Q) eD SD eD eD
D 12A
eD
1 12A
COS_(d)Q): eD eD
D 12A

eD
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cos(¢Q) _ 1

D eD

—M+i=zero g=—t 27.6
D &D cos(9Q)

Na teoria das conicas para a Hipérbole temos ¢ =§ igualando a 27.6 temos ¢ = C; = COSEQQ) Desta resulta

a = c.cos(PQ) que é a formula correta do semieixo maior da Hipérbole.
Portanto em 27.6 temos um resultado exato que descreve como no percurso de zero <r <o a
excentricidade ¢ se relaciona com o angulo @ da particula, sendo ¢ > 1 o que significa que o movimento
sera ou Parabdlico com & = 1 ou Hiperbdlico com ¢ > 1. Observemos que por defini¢gdo € > zero.

§28 Avanco do Periélio simplificado

Retrocesso do Periélio Q>1
Imaginemos que o sol e Mercurio sejam duas particulas, estando o Sol situado na origem de um sistema de
coordenadas e Mercurio situado em um ponto A no plano xy. O raio vetor ¥ = rt que liga a origem até o
ponto A descrevera o movimento de Mercurio no plano xy.
Na descrigdo do movimento do planeta Mercurio para o observador O’ corresponde as variaveis com linha
para o observador O as sem linha sendo utilizado um Unico raio ¥ = rf e um Unico sistema de coordenada
para ambos os observadores.

O tempo t' € uma fungéo do tempo tisto é t' = t'(t) e o tempo t € uma fungéo do tempo t isto é t = t(t').

dt:dt’f1+g dt'=dt/1—% 21.02
[ C

1-L [1+% =1 21.03
C C
v =—= v=—— 21.04
1—‘C’—2 1+%
dt > dt’ vVi>v vdt = v'dt’ 21.05
t=rt dr = drt + rdf 7.df = drt’t + rt. df = dr 28.01

O raio pode ser considerado uma fungdo do tempo t' =t'(t) ou seja, ¥ = #(t") = #[t'(t)] ou pode ser
considerado uma fungéo do tempo t = t(t") ou seja, ¥ = 7#(t) = 7[t(t)].

r=1{t) =1t 1] =1 = f[tt)] 28.02
5 dr dr . dg =~ - dr dr . do =
=—=—T+r— V=—=—F+r—
dts dts + dts Q) dt dt + dt (D
>y dr dr dt dr 1 v - df dr dtr dr 1 v
=_I=__=_W=_ V=_=__=_T=—
dt dt dtr dt =2 v2 dt dtr dt dtr =2 V12
dt 1-— dav 14—
[ C
v vr
V= V= 28.03
1-X 142
c2 c2
L dv  d?F  d2(rD) d2r (da))z ~ ( dr do dzw) =
a=—=-—-= =|—=-r(—]) |T 2——+r— 28.04
dt  dt? dt? de? dt + dt dt + dt? 0
L, dwr d%F  d3(@d) d?r (da))z N ( dr do dz(z)) =
a=—= = =|—-r(—) |T+(2——+T 28.05
dr du? dtr2 dtr2 dtr + dtr dtr + dtr2 0

Ambas as velocidades e as aceleragdes sao positivas.
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dtr  dt’' dt 2
>, @ o 2\dv | dv ¥
F — man=F= mgo 3[(1_V_Z)_V+V_Vlz 2806
1472 Vv2\Z ¢4/ dt dtc
< (-2)
Ec = [F.df = [F.df = [ —%.dF 28.07
_ [ mear S me RaY av v S ko
E,=/ Vlz.dr—f—zg[(l C2)dt+vdtcz].dr— S f.dr
vE ()
c2
Ek — f‘movldw Zf ‘mgvdv3 — f—%dr dEk — ﬁ.d? — movidvi _ mgovdv — —idr 28.08

2 3 z 3 2
1+i v2\2 1+i v2\2 r
c2 1-— 2 1-—
[ C

2 2 g 2
E,=m,c? [1+2 =12 =24 constante Er =m,c? [1+ % —= =m,c? 28.09
k 0 2 \/7 r R 0 c2 r 0
1-=
[

R (gl - (e
-z 1-

. p mgc

2
Nesta primeira variante a energia cinética relativistica € maior que a energia inercial J=2> m,c2.1sso
v
1-=Z
C

ocasiona o retrocesso do periélio de Mercurio. O planeta parece mais pesado devido o movimento.

o ,av’ mviy o
dEg _ g dr MoViger  _ MoVgr _ _ k d dar
at F dt vI2 / vz 3 24r r2 r. dt
14— (14— ( VZ)Z

c c 1-—

dE movray MoV k k
= 0 0 A

Sk F V== 2 dt =y =——{V
dt ( +L) 2 r2 72

gy

C

dE = myvr.ar mev.d k A 2 med k
Zk_Fy=1° ~=—2 =——=7V F = = —=7 28.11

> dr do d2g\ = L d ae dr do d?%p
F@=(2——+r—)(2)=zero —=—(r2—)=2——+r—=zero
dt dt dt? dt  dt dt dt dt dt?
5> my  [a?r (d(b)z P
T 2o |dt? dt r2
vé\2
(1-%)
me [dzr (d@)z] k
3 2 "\ g T2
(1 VZ)E dat dat r
CZ
ag L dr _ dw d?r _ -L%2d?w
dt  r2 dt do dt? r2 dg?
1 [-12 a2w (L )2 ko1
r2 dp? r2 - mg 12
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1 d?w | 1 k k k
— (—2 + —) = — A = 2 B = 2
5 \do r moL mec melL

1+A 134344342 Ly A3t a1 4340 3422 + A3 1 = zero
r r2 r3 r r2 r3

(-2
(1+347) (G +3) =
(1+

)(wz (1+3A )——B—zero

d?w d?w 1
W+3A__+ +3A——B—Zero
dz—w+3A— + w4+ 34Aw* — B = zero
207 v tw w? =z
d?w
—2+w+3A “w + 34w? — B = zero
ao
_1_1 dw _ —Qse (Q) a?w _ -Q%cos(6Q)
=i [1+ ecos(Q)] ag D ag? D

—_QZCZS(Q)Q) [1 + ecos(0Q)] + 3AM L [1 + gcos(PQ)] + 34 {— [1+ scos(Q)Q)]} — B = zero

— B = zero

2
—Qz cos(9Q) 1 cosl()(Z)Q) _ 3AQ2 iDcosl()(bQ) 3AQ2 cos (@Q) + 34 64 cos(9Q) +34 cos“(0Q)

+—+
eD e2p2 e D D2

2
(34-340%) =02+ (1- Q% - 34Q7 -+ 2) 28Dy 4 22 _ B = zero

D eD = £2Dp2
34  34Q%\ cos?(0Q) 1 0% 340% 1 64 \ cos(9Q) 1 34 eDB
(—— ) T\ + S~ ., = Zero
34 34 D2 34 34 3A eD  3A4eD D 3Ae 34e2D%2  &D3A
eD eDGM,m
eDB = =—220=
mol?  myGMgeD
cos ((Z)Q) 0% Q2 2\ cos(8Q) 1 1 1
- —+(==—=—-= +=)—=+ 5 — T = Zero
34 34 &D D D 34D €2D eD3A
12A
cos (@Q) Q> Q% , 2\ cos(8Q) 1 5
Q- ——+(=—57=—= + = + 5 = zero Q*?=—=2
34 34 &D D D £2p 1482

124 124 124
_ [ || cos® (@) 1 15\ 1 [+ H 2 | cos(8Q) 1
Ll oy >t gl | 5l e ) T + 5= = zero
1482 D 34 34\ 14 ep\ 1422 | D £2D
& &,

S0 SO Ly )LL) T SO0

eD eD 1 D? D 34 eD eD D eD D
+—<1 +—> = zero
g2p? eD
6A cos? 1 2 1 4 1 12A 2 12A 1 1 6A
__L(@Q)_l_(__l_ ________ — _>M+_ — = zero
eD D2 34 e&D 3A & & &2D?2  eD = £2Dp? D £2p2 ' £2p2¢p
_@cosz(Q)Q) + (_ i) cos(BQ) + 1 1 _A — zero
eD D2 eD D £2p2  £2p2¢p
cos2(9Q) = cos(8Q) 1 6A
6A 2 + > 5 2pz = Zero
1 6A
cos(9Q) _1+\ 1- 46‘4( D 2D2)
D 2.6A
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28.12

28.13

28.14



24A  144A2

cos@Q) _ “™p tzpr
D 2.6A
124\ 2
cos(pQ) _ 1% (1+5)
D 12
12
cos(@Q) _ —1(1+5)
D 124
A
cos(@Q) _ ~1t1+ 1
D 124 eD
1 1
cos@9) _ L £— = zero 28.15
D &D cos(9Q)
.. . , - 1 A ;
Para a hipérbole a excentricidade (¢) é definida como € = po sendo (@) o angulo da assintota.
Avanco do Periélio Q<1
’ vr2 ’ v2 ’
dt =dt 1+C—2 dt' = dt 1—C—2 dt > dt
v2 vr2
1 - C_Z 1 ey = 1
v=— vV = — v >v
vi2 v2
1+C—2 1_C_2
F=rf dr = drf + rdf #.dt = drf’T + rf.df = dr
g T _dra dog g4 _dro g
V=T a +rdt® _dtl_dtr+rdt¢
- W -V
v= viI2 V= v2
rz -z
L _av _ d% _ d%(f) _ [d?r (d@)z N ( dr dp dzw) =
=T ar e TG [T Zdtdt e 9
L, dvr_ d?t _ d?(r?) _ [a?r (d@)z o ( dr do azw)A
= T e T  aer ) T Zdtl avr Va2 9
G _adf W
dt  dt dtr 1+\::;22
[N 3[(1 g)d_v'_vrﬂv_z' 28.16
_v2 23 cc/ dt dat c
R ()
c2
_ = 5 —>, = k A -
Ey = [F.di = [F.dif = [ - Z7.dF
Eo= [ di = [T (14 %) & - v 2T g7 = [~ K p.a7
Ve vI2\2 cs/ at datr c r
c2 (1+c_2>
d d k =3 - d d k
E = [T = [R5 = [ —<dr dEy = F'.dF = 5= = 205 = ——dr 28.17
1-% v/2\2 1-% vr2\2 T
C (1+C—2) c (1+C—2)
E, = —m,c? [1 -2 = — Mo =X 4 constante Ep=-myc® [1 -2 K= _m 2 28.18
k o 2 L ﬂ r R 0 2 r o .
c2
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Nesta segunda variante a energia cinética relativistica € menor que a energia inercial

ocasiona o avango do periélio de Mercurio. O planeta realmente esta mais leve devido o0 movimento.

N dv dv
dEk = ﬁ ﬂ = mOVE = mov,dt’ =
dtr dtr l_ﬁ l_ﬁ VI2\Z 3
c2 c2 (1 —)
dEg _ 2y = m(ﬁ% _ mon% _ k . -
E—F.V 2 3= — LIV
(1__2> v? "
(1+C_2)
dEx _ 2y =y _ meva _ mevidr kK -
?—F.V— v 5——T—2r.v
(%) 2
(1+C_2)
= m d?r a2 dr d¢
N R
wzyg LLae? dt dtr dtr
(1)
2
C
2 (- dr do dzc)) =
Fg = (2 dtr dt dtr? @ = zero
> m d?r ao\?] . k
F'; =—"[ > r(—) F=—-=f
V2 dtr dt r
(1+%)”
m, [a?r r(d@)z ok
3 |dtr? dtr r2
(1+v12)2
2
C
dg _ Lr
dt r2
1 R r(u)z ko1
V2 3 r2 ap? r2 T mgr2

(1+%)*

1 L'2d2w+r(L/)2 ko1
3[r2 ap? r2 T mgr2

vI2\2
(1+%)

1

()
(1-347) (GG +3)
(1-

—)T‘” (1—3A )——B_zero

B

d?w d?w1
W_3AW_+__3A__B = Zero
d%w d“w 2 _
W—3AWW+W—3AW — B = zero
W-l_ — 3AWW 34Aw? = zero

(1—A—) =1-34-+345 - 4°
T T T T

1
3

> meodr
Fl — 0 =
vI2\2
(1+%7)
—~ k N
=——=7
)Q)} r2
dL d
a _ _(rz
datr datr
ar _ _yraw
datr dao
k
A= 2
mec

~

1

1

—34-
r
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3 3
1 1
-) =(1—A-) 28.19
T T
mec? 2
= < m,c”.Isso
[
[
k
=-5f 28.20
d(b) dr do d?g
—)=2——+4r1— = zero
datr dtr dt dtr
d_zr _ _L'2 2w
davz ~ r2 dg?
_k
T mpl'2
1 1
342 = A3 = = zero
28.21
28.22
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28.23

28.24

=1=-1 aw _ —Qsen(@Q) a?w _ -Q%cos(8Q)
w=-= D[1+scos((2)Q)] w = 5 e 5
cos(@ os(® 2
% D —[1 + ecos(@Q)] — 34 TQ)_ [1+ ecos(®Q)] — 34 {— [1+ scos((Z)Q)]} — B = zero
_Qz cos(@Q) | 1 n cos(9Q) n 3AQ2 1 cos(pQ) + 3AQ2 cos®(9Q) [ 34 64 cos(pQ) +34 cosz(QQ)] — B = zero
D eD D eD D D2 e2p2 e D D2
2
_QZ cos(9Q) + + cos(Q)Q) + 3AQZ 1 cos((DQ) + 3AQZ cos (Q)Q) _ jAZ __6Acos(2Q) 34 cos (Z(DQ) — B = zero
D €2D2 e D D
2 _ g4y 0s2(0Q) ( _ 02 21 _ g) cos@) 1 _ 34
(34Q° —34) FY R 1—-0Q°+34Q pr— > > 2p7 B = zero
2 2 2 2
(3AQ _ﬁ)cos (ZQ)Q) (i_Q__I_ii_i)cos(@Q)_l_ 1 —%—i—zero
34 34 D 34 34 34 eD  3AeD D 34eD  3A&2D 34
2 _ cos2(pQ) ( 21 )cos((Z)Q) 1 1 €DB
@ D p2 + 34 Q D 34eD  e2p2  ep3za 2670
DB = sDk’2 — eDGMymg —
molL myGMyeD
cos (@Q) ( 1,0 1 i) cos(@Q) 1 1 _
A=) 34 + Q eD + eD D 34eD + £2p2 + ep3a  2€T0
cos (@Q) 1 1 cos(0Q) 112
2 — 2 gD
1-0)—%— ( T Q ) D T epz 2610 Q" = 164
eD
1-124 cos2(6Q) 1 1 1-124 1 1-124 2 | cos(®Q)
1-|1—2 —+|—=+=&K) =& |+= + 5= = zero
1-2 D 34 34 1_5 ep \ 1-25 &D D £2D
6A 12A) cos?(9Q) 1 12A 1 12A 2 6A\\] cos(#Q) 1 6A) _
(1-5-1+ )+ [ (-0) +5(1-5) -5 (1) + 5 (1 - F) =P+ (1-5) = zero
%cosz(q)q)_l_ (_i+i+i_i_i 124 | 2 12A)cos((Z)Q) 11 %=ZGTO
eD D2 34 e 3A €D & €2D2  eD  g2p2 D £2p%2  g2D2%¢D
2
%cos (ZQ)Q) + (_ i) cos(0Q) + 21 - 21 _SA _ zero
eD D &D D £2D2  £2Dp2 D
2
6A % (@Q) cos(@Q) L 1 64 = zero
D2 D eD  g2p2
6A
cos((Z)Q) 1+\1 4'6"1(‘€D eZDZ)
D 2.6A
A 2
cos(pQ) _ 1* 127 1:202
D 2.64
124\2
cos(pQ) _ 1% (1-%)
D 124
cos(8Q) _ 1i(1—gi;)
D 124
cos(9Q) _ -1+ 1
D 124 D
cos(@Q) _ 1 1 _
D D cos(®Q) zero
Para a hipérbole a excentricidade (¢) é definida como € = ((Z)Q) sendo (@) o angulo da assintota.
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Os movimentos das elipses terdo o foco F’ (esquerdo) na origem do referencial.
. x . = _ _ eD _ a(1-¢%) _ 5(1-08?%)
Todas as elipses sdo descrita pela equacao r = r(t) = GO e GO 110800’

de angulo (tQ), indica a posicéo do planeta Mercurio em todas as elipses, o movimento de Mercurio nas
elipses é anti-horario, sendo o valor de Q a causa do avango ou retrocesso do periélio.

Nestas o raio vetor

A primeira elipse em azul representa retrocesso do periélio, onde temos (Q = 1.1).

A segunda elipse em vermelho representa o avango do periélio, nesta temos (Q = 0.9). Nesta elipse o
periélio e o afélio avangam no sentido trigonométrico, ou seja, sentido anti-horario que € o mesmo sentido
do movimento do planeta na elipse.

A quinta elipse em verde representa uma elipse estacionaria Q = 1.

§ 29 Energia potencial de Yukawa

Energia potencial gravitacional de Newton Epy

F= 7= VR = () (50) = () = () =
F = —Ff EpNz—]f Fz%:% k>zero
F=-"2p=_Xp
Energia potencial de Yukawa Ey
E,y =k e_:r = —krle™? k>zero a = zero
Energia potencial do Nucleo Ey
Desmembrando E,y = —k% obtemos:
Ey = -k e_: = (— g) (%) = EpnCy Cy = % k>zero a = zero
a=zero »Cy=1-Ey=E,y r = oo = Ey = zero
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% = i(—kr‘le“’“”) = —k{[(—l)r‘l‘1 E] e 3 + (r1e? (—ag>}
dr dr dr dr
dEp — d kr-le~2) = —k -2,-a —1,-ar _ke—ar ke—ar
F—a(—r e?)=—k(-r%e™® —ar e ™) = = +a -
dEp B d ( ke—ar) B (k e—ar + ke—ar)
dr ~ dr r ) rz AT
e—ar e—a e—ar e—ar
Epyzdepzfd(—k - )=f(k = + ak . )drz—k - + constante
F= —Cf—rp? = —k (e;z a e_r )? Forga de Atracdo
—'_ = _ moé' _ mg dv 21 51
F=ma= — = =1 .
1_C_2 1- i
) o= Mod/ _ mg davi
F' = ma —\/rzz \/Edt' 21.15
Primeira variante.
= me dv _ e~ar e @ L
F_Jl__v_za (-+a)e 21.51
c2
= me, dv > e”ar e\, o
E,=[F.d =f\/173.dr=f—k(r2 +a )r.dr
2
=2 my - dT e~ar e”ar
Ey=[Fdt=] 5 A7 [-k(S+a=)ar
2
E=Fdi=[-2Cdv.7=—[ (kS +ak™)dr
2 = mgvdv e @ e~ar _ B 3> _ mgvdv e”@ ear
Ex=[Fdi=] _ﬁ——f(k - +ak®—) dr dE, = F.dF = l_ﬁ——k( —+a*—)dr
c2 c2
E _ 5 _ﬁ _ _k —ar
K m,C = + constante
2 —ar 2 —ar
Ex = —myc? |1 —Z—z =k — + constante Ey = —myc? [1 — = = k— — m,c?
EgR = —m czfl—ﬁ—ke_a = —m,c? EgR = —m CZ/I—M—kﬂ——m c?
R — o 2 o 0 R — o 2 o o
/ vZ _ mgc? k e”ar _ Kk
1= 2 moc®  moc® r A= mqc?
2 —ar
1-Z=1-A%
C r
= ., myvdv e r e "
dE, = F.df = k(S +at—ar
) r r
-z
dv
dE, B df = MoVigr k(e‘ar N e‘ar) dr
dt ~ dt v2 rz 4 ) a
-z
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dEy, . MeV e .
—=F.v= dt——k( +a )fv
dt V2 r? r
1=z
o myd eTar  eTany
F= = —k( ;- ta )r
) r r
-z
N a2 d 2 drd a2 A —ar —ar
F = moz{_;_r(_w):l (2_r_®+r_f>®}=_k(e2 ae
L2 [at dt dt dt dt r
CZ
2 (,drdo da?e\ = _ L _ d ( 5 dp
Fs = (2 dt dt + dtz) 0 = zero dt clt( dt
= _ mg d_zr _ (d_@)z A ( ar e—ar) .
Fp = 7 a2 o) |T=ki==+a 7
CZ
_i (d@) _ _L(e—ar ae—al‘) 1 _ ﬁ
dt? dt T mo\ 2 c2
(O] 2k gat) 12
dt? dt mg \ r? c2
a2 d 27 k —ar —ar —ar
(@) 2 () (1-4)
dt? at/ | mg \ r? r r
a _ L ar _ _yaw
dt ~ r2 dc dg
—L2 d2w L 2 k [e—ar e—ar e—a
[r—zm‘r(r—z) ]— (G rat) (1-2%)
dz_w l _ k rz ( —-a e—ar)( e—ar)
dg? ' v mol? r2 r r
dz 1 —ar —ar
Syl (S tat)(1-a50)
ap? ' r r
d? 1 _ _ —ar
¥4 loBeor(1-A") +aBre ™ (1-A%)
ap? ' r r
da? 1 —ar
% + -= Be™2r ABe‘ar— + aBre @ — aABre ' < —
dZ —zar
% +=-= — ABZ— + aBre @ — aABe 23"
a? AW _ . I
CETw=Be ™ — ABwe 2 +aBw le™™ " —aABe 2
dZ _ — — —
% +w=Be ' +aBw le® ' — ABwe 2aW ' — 3ABe~2aV" "
d? - -
% +w=(1+aw 1)Be@¥ ' (w + a)ABe™2aW !
a? _ - o
$+w= [(1+aw™) — (w +a)Ae " '|Be~""
1 1 dw
" Qcos(®) w= r QCOS(Q) a0 —Qsen(@)

—Qcos(®) + Qcos(®) = [(1 +aw™) — (w+ a)Ae‘aW_l]Be_aW

zero = [(1 +aw™1) — (w + a)Ae“"“"’_l]Be‘aW

-1

-1
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dr dag
dt dt

+r

X |-

0
= zZero

d’r  -L?d*w

dez

mgL2

mgL2

— = —Qcos(0)

r2 dp?



(1+aw™) — (w+ a)Ae™ " = zero

[1 + Qcoa (@)] — [Qcos(@) +alAe™ " = zero

a
Qcos(9)

Qcos(®) (1 + ) — Qcos(®)[Qcos() + aJAe ™ " = zero

Qcos(®) + a — Q%cos(@)Ae " — Qcos(@)aAe ¥ = zero
—Qcos(@) — a + Q%cos2(B)Ae " + Qcos(@)aAe W = zero
Q2cos?(P)Aea" " — Qcos(@) + Qcos(P)aAe¥ ' —a = zero
Q%cos*(@)Ae™ " — Qcos(@)(1 — aAe™™ ') — a = zero

Q2%cos2(@)Ae™a" " — Qcos(®)(1 — aAe‘aW_l) —a = zero

1—aAe™@W ' 4 \/(1 - aAe“"“"’_l)2 —4Ae=aW ' (—q)

Qcos(@) =

2Aeaw™!

1-— <':1Ae_aw_1 + \/1 - 2aAe—aW_1 + azAze—ZElW_1 + 4aAe—aw—1

QCOS(Q) - 2Ae_aw_1
11— aAe V" + \/1 + 2aAe~aw ™! 4 g2A2p-2aw !

Qeos(@ = 2Ae—aw

1-ake™ & (1+ aAe‘"ﬁ‘W"l)2
Qcos(@) = TP

1—aAe™@ " + (1 +ake® "
Qcos(®) = ZAe—Ew—l )

1—aAe @ ' —1—ahAe W "
Qcos(®) = T

—afe @ —afe W
QCOS(Q) = ZAe_aW_l

=1= —-aa_-2a_ _ -1
w=1=Qeos(@) = =2 = —q roc
dEp _ d ( ke_ar> B (k e—ar N ke—ar) B
dr ~ dr y )T\ TakT ) = zero
ke_;r+akiar=zero i_ o r=2t
r r r “

—ar -1

Epy = — E—=—krle ¥ = —k(—a)e™*a = ake

1—ale @V ' 4 (1+ aAe‘a""_l)

Qcos(@) = Tho—aw T
1—aAe @ ' 41+ aAe "
Qcos(@) = I
_ 1 _ _ 2 _ 1
WErT Qcos(®) = 2Ae=aW T pemaw!
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E

p

p

1
" Qcos(®)

= constante

= constante



Segunda variante.

Mo

_ avi -a —ary
F= k(- +a™)t 21.15
1+% dts r r
C
A T mo  dvr _ (e_ar e_ar),\ >
Ex=[F.df=/f 7 v df = [ —k(—F+a—)F.dr
)
(B 32 mg dv’ dr ( ear e_ar)
Ek—fF.dr—f\/F o =J-k a—)dr
c2
R I ar ar
By =JF.dt = [—==dV.V f(k —+ak )dr
1+
— N d ar d —a —a
o= [F.df = R = — (kS ak)dr dB = Fdf = B = k(S +a ) dr
v v
1+c—2 +c—2
" e—ar
Ex =myc? [1+ == (—k ) + constante
2 —ar 2 —a
Ex = m,c? /1+%=keT+constante Ex = m,c? /1+%— er
2 —ar —a
Er = m,c? /1+%—ker = m,c? Er = m,c? 1+(Zem) keT=moc2
viZ  mgc? k e ar _ Kk
1+ 2 mgc?2  mec? r A= mgc?
2 —ar
1+ =1+A"
= o, myvdv' e"ar e
dE, = F.d7 = ~ —k(rz +a r)dr
v
dv’
dE,  — df MoV g ear ey df
ko=t —k( + )f—
dt’ t' v'2 r? r / adt
1+ <z
dE m.v' dv’ e—ar e—ar
k 2 - o dt’! o
—=F.v = =—k( +a )rv’
dt' V2 r2 r
1+ oz
=, m,a’ eTar  eTAny
F = =-k{——+a &
) r r
=, _ mo er _ (d_@)z ~ ( ﬁdw qu)) —~ _ (e—ar e—ar) R
Fr= 1+£{[dt12 a) |" T Caoa T T ae 0=k 2 ta r
c2
o (pdrde  d0\g Lo (2 20) gt d0 2420 _
9 - (2 awar T an 2) @ = zero der — dtr (r atr) 2r dtr dtr acz  Zero
a e—ar e—ar n
vrz[dtlz dtl ]T‘——k( . ta r )T‘

d?r (d@)z k (e_a"
—_— 71— [
dtr? dt mg \ r?
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d?r ae\?] _ k (e"ar e~ar vr2
[dtlz r(dt)]_ mo(r2 ta r)\]1+c2

d2r e 2 _ k [e—ar e—a e—ar
[dt’z_r(ﬁ)]_ mo(r2 ta r)(1+A r)

dp Lt dr ;dw
dtr 12 atr dg

_L,Z dZW (L,)Z _ k (e—ar+ )( e—ar)
r2 dp? r r2 T me a r

d?w 1 ko (e
T T mo? (F+a) (1+a)
d?w ar
d®2+——Br( )(1+A )
2 —ar —ar
2w 4 l-Be (1 + Ae—) + aBre~@" (1 +AS )
dp? r r r
2 —ar —a
w +1=Be? + ABe S + aBre " + aABre~® S—
dp? r r r
2 —2ar
ZTVZV + % = Be™® + ABZ=— + aBre™®" + aABe %"
d*w aw™— —2a 1 -1 —aw™? —2a 1
PTEl +w=Be ' + ABwe + aBw™ e + aABe
d*w —aw™ ~lg—aw” —2aw™?! —2aw™ 1!
0 —+w =Be + aBw + ABwe + aABe
ZTVZV +w=(1+aw HBe® ' + (w+a)ABe 2w
d?w -1

TmTw= [(1+aw™) + (w+ a)Ae_aW_l]Be_aW

_ 1
™ Qcos()

w= % = Qcos(®) i—; = —Qsen(0)

-1

—Qcos(®) + Qcos(®) = [(1 +aw™) + (w+ a)Ae“’“"’_l]Be_aw

-1

zero = [(1 +aw™1) + (w + a)Ae“"“"’_l]Be‘aW

(1+aw™1) + (w+a)Ae W ' = zero w= % =Qcos(@) r=w
[1 Qcos(@)] + [Qcos(@) + a]Ae™" " = zero
Qcos(9) (1 + o os((Z))) + Qcos(@)[Qcos(®) + alAe™" = zero

Qcos(®) + a + Q%cos2(P)Ae @ ' + Qcos(P)aAe W ' = zero

Q2%cos?(P)Ae """ + Qcos(®) + Qcos(@)aAe™" ' + a = zero

Q2%cos?(P)Ae™ " + Qcos(®)(1 + aAe_aW_l) + a = zero

—(1+ale™ ) £ J(l + aAe‘*”“"’_l)2 — 4Aeaw ' (a)
2Ae~aw

Qcos(@) =

—(1+aAe ™) + /1 + 2ahe 2V + a2A2e~2aW " — 4gAe=aW
2Aeaw™

Qcos(@) =
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_1=

d*r _ -L%d*w

dat’2 ~ r2 dp?

k
B —
mgLs
_ k
mgL/2
1 _
= r=w-
.

d2w
= —Qcos(®)

1
Qcos(9)




—(1 —aAe™™ ") + /1 — 2ahe=aW" 4 a2AZe—2aw™

Qcos(@) = S Agaw T

-(1- aAe‘aW_l) + J(l - aAe‘aW_l)2
Qcos(9) = Py

(1= ahe ™) + (1 —aAe W)
Qcos(9) = Py
1 @) = —1+aAe™ " +1—afe™

w=—= Qcos(@) = Ao aw = zero

-(1- aAe‘aW_l) +(1- aAe_aW_l)
Qcos(@) = S Ae—aw T
0cos(®) = C14aA W l_gpape-aw ! w=1=0cos(®) r=w1=—"1

2A —aw—1 r Qcos(®)
1 _—2+2aAe™™  —1+ahe™ 1
M T = v
§ 29 Energia Potencial de Yukawa “Continuacio”
Energia potencial gravitacional de Newton Epy
= K . = == K . K . K\? .o k)2 Kk
F=-gf F=[F|= F-F=\/(—r—zr)(—r—zr)=J(rz) rr:\/(r—z) =2
o _Fp __k dEp _ K
F=-Fr Ep=—- === k>zero
= dEp. k .
F= L= =f
Energia potencial de Yukawa Epy

e—ar

E,y = ~k— = —kr~le " k>zero a>zero
p .

d& — i _lpr—1la—ary — __ {[ _ -1-1 E] —ar —1\,—ar (_ E)}
dr—dr( kr=te™@") = —k{|(—Dr e + (r/Ye a—-
dE, _4 (—kr~le@) = —k(-r2e ¥ —ar le @) = k(r2e @ +ar le ) =k e +a e
dr dr r?

dEp B d ke""’1 — K e ar e—ar
EF_aG_r)_ ﬁe*ar>

— dE ~ e—ar e—ar ~
F=——pr=—k(r +a )r

5 med 2y mg vtz)dx_/'l ;v V1
Fop=f=ms|v g vaa
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e—ar e—ar e—ar e—ar
) = kj ( > + a )d?’ =—k
T r r T

Forga de atragdo

28.16



2
> mea = m v'7\ dwr av' vr e~ar -ary
F=—==F= °3<1+—2>—,— o _k(z+a )r
1_ﬁ 2\2 c? Jdt dt’ c r
()
= - = - e™ar e”ar A -
Exy=[F.df=[F'.dF = —k(r2 +a )r.dr
2 N7 X7 —ar —a
mepa > me v\ dv/ yavr v N e e A 7o
Ey = °—.dr = [(1+—)—— ——]. = —k( +a )r.dr
k f B V2 f WZ% c2 ) dtr dtr c2 f r2
_CZ (1+—2)
_ rmovdv _ rmovid —a e ar
Ex={ = = 3 f—k(2+a dr
\/1—v— v/2\2 r r
c2 (1+C_Z)
>, > mgvdv  mgyvrdvrs e"ar —a
dEy = F'.df = 725 = oV = k(-4 a"—)dr
ve 2\2
\/1 c2 (1+%)
V2 ma,cC —ar
E, = —m,c? |1 S=—F—==- (—k ) + constante
2
V’
1+C_2
2 —ar
— 2 v e~ _ 2
Er = —m,c ’l—c—z—k = —m,C
— - 3 - 3
mycC e"ar 1 k e™ar e"ar
Ep= - k& = —m,c? = (1-—5—) =(1-42)
o2 r vI2\2 moecs r r
I+ (1+c_2)
1 e—ar\3 k
3= (1 —A ) A= 2
23 r myc
V’
(1+ Cz)
av’
dv —
dE} 2y d_‘r_"_ mOVE MgV dat’ _ k e—ar e—ar ﬂ _k e—ar —ary d_‘r_"
—=F.—== = 3 = +a - +a 7.
datr dt v2 v2 NS r? r /dt r? r dt
1-Zzl-= v/7)\?
c c 1+C_2
dEj 2 - movif moVrCZl—‘_’;’ e"ar e any ,
-_— = F .V 2 = 3 _k( + a )T'.V
dtr \4 2 r2
(1—C—Z) ( v,Z)z
1+—2
C
dE > myv.a moyvr.ar e @ —ary
Lo fry = POS = B = k(4 a ) 28.20
dt 1—— 2\72 r r
c2 v/
1+C_2
- m (_i’ e—ar e—ar n
F' =0 3:_k( —+a )r 28.20
2 r r
(1+V'2)2
2
C
> m d?r ao\2] . dr do aze\ = e~ar e~ary ,
Fre—e () i+ (2 m +1o3) Bt = —k (S +a"—) 7
( w2 % dtr? dtr dtr dt dtr? 2 r2 r
1+—2)
C
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28.17

28.18

28.18

28.19

28.19



dr d¢ d%¢\ =
—_— — )@ = zero
dtr dtr dtr? dt
2 —ar —ar
mg d?r (d(zi) o (e e ) n
——-r(—) |7 =-k +a T
3 [dtl2 datr r? r

dLr

— A3

d
dtr

—3ar

_(r

d?w 3Ad we™ar e ar Br2 (e_‘"r e_ar)

dp? dp? 2 T r2 r

d?w d?wear _ _
dT)Z_BAd@Z = Be ™" 4+ raBe ™"

d?w 1 d?w ear e"ar B e @ 4 aBe-ar

agz r apgz r2 3 T T

d’w 2 2 —ar,,,3 —ar -a
H —3AdT)Ze W + w* — 34e w* = Be w + aBe

3ar
3 = Zero
r
e—ar _ 2 (e—ar e—ar)
r)(d®2+)_Br r2 ta r
d? W 1 2 (e_"‘r e~ar
) dp? ( )r = Br r2 ta
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2 40

datr

1-34

)=2r

dr d(Z)
dat dtr

d?r

derz

+

24

(Z)
q02 = Zero

_LIZ dZ

r2

I

dp?

mqL'?

mqL'?

mec?

28.21



2 2
AW+ w2 =345 emary2 L 34073 (3 4 Be~aly 4 gBe~ar

dp? dp?

Ew b w? = ear (314‘12—Ww2 +3Aw® + Bw + aB) 28.22

dp? o dp? )
_1_ g —ip aw _ i =i aw _ e -0 N =

w==-=xe? +ye o5 = xe'? —iye 0z = —xe —ye V-1

2

. . . . . . d
(—xe® —ye~)(xe® + ye ) + (xe® + ye‘”z’)2 = e r (3A d@‘/‘z/ w? + 3Aw3 + Bw + aB)

(—xei® — ye=i9)(xe™® + ye~i9) = [(—xei®)(xe™®) + (—xei®)(ye~®) + (—ye~1?)(xei®) + (—ye~1?)(ye~i0)]
= (—x2e®® — xy — yx — y2e 20) = —(x2e2 + 2xy + yre 1) = —(xe® + ye9)?

d?w

dp?

—(xe® + ye“"z’)2 + (xe® + ye“"z’)2 =e@ (3A w? + 34Aw3 + Bw + aB)

2

d“w
zero = e @ (3A 10° w? 4+ 34Aw3 + Bw + aB)

2

10° w? 4+ 3Aw?3 + Bw + aB = zero

34

3A(—xei® - ye‘i‘z’)(xei‘z’ + ye‘i@)2 + 3A(xei® + ye“"z’)3 + B(xew) + ye‘i‘z’) + aB = zero
34(~xe® — ye~i®)(xe'® + ye~)” = —34(xe® + ye~®)(xe'® + ye )’ = —3A4(xe®® + ye~)’
—3A4(xe™® + ye= )’ + 34(xe® + ye_w))3 + B(xe™® + ye™®) + aB = zero

B(xei‘z’ + ye‘i‘z’) + aB = zero xe® + ye™® + a = zero

0 —

1 0.
W=;=xe‘ + ye —a
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§30 Energy

No §28 Calculo simplificado do avango do Periélio de Mercurio obtivemos:
rdvr d k = . rdvr d k
Ex=["F==[""5=)-5dr dE=Fdi="t—=="""5=—=dr 28.08
v 3 v 5
1+c—2 (1_‘;_;)2 1+c—2 (1_:_2)2
12 2 k 12 k
Ey =myc? [1+5 = m"cvz = -+ constant Er = m,c? /1 + VC—Z— - = m,c? 28.09
2z
moc®  k 2 1 kK 1 13
Bp = K= mc .= (1 22) =(1+42) 28.10
v r 25 mgcC r
- (1—"—)2
c2
moc2 2
> myc?. Isso faz

Nesta primeira variante, a energia cinética relativistica € maior que a energia inercial \/72
v
1-=

C

com que o periélio de Mercurio retroceda. O planeta parece mais pesado devido o movimento.
d d k
E = [T = [ R = [~ Zdr 28.08
\/1+% v2\2 r
c (-2)
v T\ movdv _ cr _5
Ek - fv’=Ze]" viI2 - fv:zer ) 3= fr:oo 2 dr
vE T gy
c2
v
v/
E, = m,c? 1+ﬁ = Moc? -
k o c2 v2 rlr=co
v'=zero 1-=
V=Zero
Bl = moc? |14+%5 — myc? |14 G0 o __mect__k_ K
c2 c2 v2 \/ (zero)? r o
C C
12 2 k 12 2
Ex =myc? [1+ VC—Z —m,c? = m°cvz —myc? =~ myc? [1+ Vc—z > m,c? m°cvz > m,c? 30.1
. . . . k
Definindo a energia potencial como: E,=—- 30.2
p r
2 2
Aplicando 2 em 1 obtemos: Ex = moc? |1+ —mec? = 2 —myc? = —E, 30.3
v
s
Em 3 nos temos o principio de conservacéo da energia escrito como: Ex + E, = zero 304
k p
E temos em 1 a energia cinética escrita como:
2 2
Ex = myc? 1+VC—2—m0c2 =mchz—m0c2 30.5
s
Em 1 a menor energia do sistema € a energia inercial de repouso Eo = myc? 30.6
0 (o]
12 2
Em 1 a maior energia do sistema é E = myc? /1 + = 30.7
v
-
Agora definindo:
= MoV v =D _mow T =mee 142 T = —myc? 1% 30.8
p= — = MV vp = —= = Mevv = m,C +C—2 = —m,C -2 .
C C

Com 7 e 8 deduzimos:
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2
E=c/m3c2+p?= m°cvz = m°‘:]Z—i-m0c2 1—Z—z—vp—T 30.9
ez ez
Se em 9 m, = zero entéo: E = cp. 30.10
Aplicando 8 e 9 em 7 resulta a maior energia do sistema escrita como:
E=cymic2+p2=T =vp—-T nesta temos: vp=T'+T 30.7b
Com 8 e 9 podemos escrever 3 na forma:
2 v? 2 mov? 2 v2 2
Ex = myc 1+C—2—m0c = =t muc 1—C—2—m0c =-E, 30.3b
iz
Ex=T —Ey=vp—T—E, =-E, 30.3¢c
A partir de 3c podemos definir as energias inerciais de repouso E; = m, e E; = m, na forma:
Eo = T' + E, = myc? e Ey = vp —T+E, = m,c®. 30.11
- 2 k
Definindo a Lagrangeana como: L=T-E, = —myc? [1— ‘C'—Z +- 30.12
: : dony _ oL
Esta Lagrangeana esta de acordo com o § 24: o (ax) =
Aplicando 12 em 11 obtemos: E; = T' + E, = m,c? e E; = vp — L = m,c? 30.13
No §28 calculo simplificado do avango do periélio de Mercurio obtivemos:
d rdvr k = N d rdvr k
By = [2= = [T = [ ——dr dEy, = F.df = 22= = 27 = — —dr 28.17
-2 vi2\2 r® -2 viz\2 ’
c2 (1+C—2) c2 (1+C—2>
Eyp = —mgc? [1 — 2 = — Mo¢ =X+ constant Ep = —mgc2 [1—% K= _m c? 28.18
k= o 2 , vz ot R™ o 2 r o ’
1+C_2
2 k k 3
Ep = — ¢ _X— _myc? —=(1-—21) =(1-43) 28.19
o2 r VIZ\Z mec* r
ez (1+%)
2
Nesta segunda variante a energia cinética relativistica € menor que a energia inercial % < m,c?. Isso
1+
C
causa o avancgo do periélio de Mercurio. O planeta realmente esta mais leve devido o movimento.
Ek — meVdV _ f movldv; _ f—%dr 28.17
1_ﬁ vI2\Z r
c2 (1+c_2>
(v movdv v/ mgovrdvr _ er _ 5
Ey = J‘v:zer vz J‘v’=zero 12 % - J‘r:oo r2 dr
e 1+V—2>
C
VI
2 M 2 k r
Ey = —myc? [1—% === =-
o /1+ﬂ Tlr=co
v=zer c2 v'=zer0

i
=
Il
|
<)
[9)
[\S}
[N
|
n|<
N N
|
~//
3
<)
[9)
[\S}
[N
|
-~
&
ONS
NI
N
N————
|
|
2
= =]
+ S
(e}
~ N
N
|
<
A E
|l
2 nN
Mle
N
|
=R
|
8 |=
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Ek=

Ek=

Aplicando em 14 a definicdo 2 de energia potencial E, = -~

Nos obtemos: Ex = myc2—m,c? / = m,c? =-Ep
,2

Em 15 nos temos o principio de conservagdo da energia escrito como Ey + E, = zero.

Sendo em 15 a energia cinética igual a:

Ex = myc?—m,c ’ =mgc? - ==
12

Em 15 a maior energia do sistema é a energia inercial de repouso Ey = myc
2
Em 15 a menor energia do sistema é E'=m,c? [1— ZZ = 1ot
12
1+VC—2
Agora definindo p' === =m,v vp =2 =m,v'v

Se em 20 m, = zero entdo E' =icp

Fazendo a prova de 20:

vr2
1+C—2
E’/ moc? _ 2.2 _ 2 —
= === =cymgc* —p”? =
1+
2
C
2
v
E'=m,c? [1-— == c\/m(z)c2 —-p?= c\/m(z]c2 — (myv)?2 = c\/m(z)c2 —miv? = mycy/c? — vZ = m,c?
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A aplicagéo de 8, 19 e 20 em 18 resulta na energia mais baixa do sistema escrito como:

E'=c/mjc2—p2=-T=—vp +T Assim nos temos vp =T +T

Com 19 e 20 podemos escrever 15 na forma:

v2 mgvr? vr2
Ex = myc2—m,c? ’1 -5 = myc? + = — — myc? |1+ = ="E
1+C—2

Ex=Eo+T=E,+v'p' - T = —E,

A partir de 15c podemos definir a energia inercial de repouso E; = m, e E;, = m, na forma:

Ey = =T —E, = m,c® e Ey = —v'p' + T' — E, = m,c®.
/2
Definindo a Lagrangeana como: L'=T —E, =m,c? /1 + ‘;—2 +§
. d [oLs dL .
Este Lagrangeana esta de acordo com v (g) = - prova no final.
Ey = =T — E, = m,c? Ey = —v'p' + L =m,c?
Reescrevendo 11 e 22:
Eo = T' + E, = myc? e Eo =vp—T+E, = myc?
Ey = =T —E, = m,c® e Ey = —v'p' + T' —E, = m,c?
Igualando E, de 11 com E, de 22 obtemos:
Ey=vp—T+E, = -T —E, = m,c?
. _ _vp _ 1 mgov?
Desta obtemos:  vp = —2E, B it

Igualando —E, = ? a energia cinética de 3b obtemos:

v 2 _ — —
1-S-myc*=-E, =—=-

— 2 v
Ex = mg,cC 1+C——m0c = =

1 2 2 2 2 Vi _
7 MeV7 +mGC” —meve —mge 1—— = zero
2 2
2_1c 2 2 —
M, — -5 MeVe —myC 1—— = zero
2 2
2(q1 12 2 1Y _
m,C (1 2c2) myc® (1 —— = zero
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2
fl — ‘C'—Z € a causa do retrocesso do periélio de Mercurio.

2
A aproximacao (1 - %Z—z)
2

1 myv

2 2
m,c? /1 — 5 —myc? [1-5 =zero  Resultado que prova que Ej = -+ .
\'4
1__
C

Igualando E; de 11 com E; de 22 obtemos:

N

2

Eo =T +E, =—v'p' +T' — E, = m,c?

r..r
o _Vp _ 1mev
v'p' = =2E, Ep——2 =3 =
v
=

Desta obtemos:

Igualando —E,, = > a energia cinética de 15b obtemos:

v2 mgvr? v'? v'p’ 1 mgyv/
Ex = moc®—m,c® [1 -5 =m,c® + == —myc? |1+ =-E, = E=-Te
C vr2 [« 2 2 2
1+— v/
Ve 145
C

Em 15d deveriamos ter:

72

2 [1 vt o1 2 2(1 \% _

m,C + 5 +omev'T —mge +-7) = zero
2 Vrz 1 12 2 12

m,c? |1+ Z +-mev'" —mgc® —mgv'” = zero

1 cz 2
= Zero

2
—mySvV
2 0¢2

!
2 v 2
myc“ [1+ =~ MoC

12 2
\ 1vr
myc? |1+ — — m,c? (1 + Ec_z) = zero

A aproximagao (1 t=

12 12
m,c? /1 + VC—Z — m,c? /1 + VC—Z = zero Resultado que prova que E, =

vp =v'p’

1 mgvr?

2

vr2
1+—-

De 25 e 26 resulta:

Aplicando 25 em E, de 22:

v, vZ 1 mgv? mgc? 2
Eo=-T—E,=-T+Z2=myc? [1-5 4100 = o (1 20, &
p 2 2 2 v2 v2 2¢2 - 2¢2?
C C

2 2 2 2

V] mgC v mgC A\
T+ 2 =0 (1 - —2) = =0 ’1 — 5 =m,c?

2 2¢ C
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Ep=-T—E, =~

1vr? 2, - -
v ) = /1 + % € a causa do avancgo do periélio de Mercurio.

7

30.26

30.15d

30.27

30.28

30.28



Aplicando 25 em E, de 11:
Ep=vp-T+E, 2% —T-2=-T+2 Resultado ja obtido em 28

Aplicando 26 em E; de 11:

By =T 4B, =T — Y2 = myc? [1 4 Lmov” _ moct (4 av" v 30.29
0 P 2 o 2 2 2 2 2¢2  2¢2 :
\'4 \'4
1+C_2 1+C_2
, , , v'p' mgc? v’ . mgc? v'? 2
Eo =T +Ep=T——=— 1+—=)= 1+—=mg,c 30.29
2 12 2c /2 [
v v
1+C—2 1+C—2

A aproximacgao que existe em 28 e 29 é a causa do avancgo e retrocesso do periélio de Mercurio.

Aplicando 26 em E| de 22:

_w " +T+ =1 -TF Resultado ja obtido em  29.

d (9L _ oL P _E =m.c? 144K
A prova de que pre (axv) = L'=T —-E, =myc” [1+ Z 17
=Ly | I (e PO 2) = 2(®)
Fx_dtr axr) — ox Fx_dtl[ax'l( 1+ T oax\r

V’=%=,/X'2+}‘I’2+Z’2 ds = |ds| = \/dx? + dy? + dz? r2=x?+y?+22

Eo=—v'p +T —E, =

= (Y ok )y = k(-2 o X X or_x
Fx_ax(r)_kax(r ) =k(-=Dr ax krzr_ kr3 ax r
F'=Fii+Fy+Fk=—kii-kZj—kZk=—J(xi+yj+2K) = —SF= -3¢ =19.01

av 4 \/ﬁ) 2 2 2 =1 - ax X! X!
_——=— = - 2 2 —_— s e = —
axr  0xr ( X2yt +z (X ty itz ) 22x oxr Jxr2+y'2+42'2 v

) vr2 movs dvr mov/ X/ mgoX/
P'x :a_(mocz 1+—> =0~ - _—o = _— __—of

vr2 o , viI2Z vr vr2
1+—-
C
, dprx d mgX/ my |dxs vz ., d vr2 mg .. vz ., d vi2
Fy=—=— = ~|— [1+—=—%X — 1+ = ~|X [1+—=—%X — 1+—
dtr dtr 1+v!2 (1+%> dtr c2 dtr c2 (1+%) c2 dtr c2
C C

> 2 l_lz_l vidv/
d v 1 vre\2 2 5 vrdvr 2du 1 v dvr
— 1+— =—(1+—) Vv Zdv _ 1 V'
dtr c? 2 c2 c2 dur vI2 V2 2 v
1+—2 1+—2
C C

Fo= dpry _ d mex/ | mg % 1+ vr2 _% 1 vdw
X dtr dtr vi2 14772 c2 vi2 c2 dtr
1+—2 2 1+—2
C C

F. = dprx _ i meX/ _ Mo [X’ (1 + ﬁ) —% V_’ﬂ]
X = - - 3

dtr dtr , vi2 = c2 cZ dtr
14— 1+v12 2
C Cz
B _ 5 I A 1 i
Fr=F,i+F,j+F,k
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= mg ey ﬁ)_ ,vtdvr] [,( ﬁ)_ ,vrdw] [ ( ) ,vrdw
F' = E{[X(l+C2 det11+y 1+CZ 2 10 + 142 Z 20

12\2
(1+Vc—2)
2 mg " ﬁ),\_.,v_rﬂ,\ ..,( ) e vridvrg ( ﬁ)f\_ ,vrdvrA}
F ——( wz)g{x (1+ )X g1ty 1+=)j—y cht,]+Z 1+ = k—z 2
1+—2
C
= 2N\ forn y oetn y erf\a . .\ Ia o d
F' = %{(1 + %) &1+y7+2k)i— (& +y7+ z’k)z—;d—:}
(1+22)?
Fr=—1To 3{(1 + )ﬂ_v_z'ﬂgf}
W2\Z dtr ¢ du
(1+C_2>
§30 Energia esclarecimento continuagéo
Com 3d, 6, e 9 obtemos:
2 2 2 2
_ __ mgC 2 _ MgV 2 \4 2 _ 1meve 1
Ex =E-E, —va—moc = °v2+m0c 1—5—myc” == °v2 =Zvp
2 42
Desta obtemos: ==k
c c?p
Que aplicada em 8 resulta: == 5 E =-/p2—-m2v2
p Kk p 0
cZp
~ 1
Se em 32 m, = zero ent3o: E=2=Zyposv=c
o k 2 2 p

Para uma particula com velocidade ¢ = Ay e massa de repouso m, = zero obtemos:
h
E =hy p=3
Aplicando ¢ = Ay e 34 em 33 resulta:
cp  Ayh  yh hy

EL=—="-=2-"S E, =—
k 2 2 A 2 k 2

From 34 and 35 we have:

E = 2E,

Aplicando 36 em 30 temos:

Ex = E—Eq > B = 2B — By > Eg = E = -

Aplicando E, = m,c? em 37 obtemos:

E E E

EOZEk:E:mOCZ—)mo:C—IZ(ZE
Com 33 e 38 obtemos:
Ek=c7p=moc2 - p=2m,C

Esclarecimentos

1 mov2 _1 _ moC2 — 2
De 30 e 8 obtemos: Ey = ;== = Zvp, E=—=, Ey =m,c”, p
l—c—z l—c—z

Apliquemos 40 na conservagao da energia Ex=E—-E,
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30.31

30.32

30.33

30.34

30.35

30.36

30.37

30.38

30.39
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30.41



1 mgyv? mgc? 1 ’ V2
Ek=E—E0—>E\/LiVZ= DVZ_EO_)EmOV2=m0C2_EO 1—C—2 3042
1-=
C

Fazendo em 42 m, = zero obtemos:

%(m0 = zero)v? = (m, = zero)c? — E, ’1 - Z—; - —E, /1 - Z—j = zero 30.43

2
Seem 43 E, = zero —» —(E, = zero) [1 — Z_Z = zero sem nenhum resultado desejavel.

2 2
Agora se em 43 E, # zero » —(E, # zero) |1 — :—2 = zero — :—2 =l-v=c 30.44

Em 44 obtemos v = c independente do valor E, # zero.

De 40 obtemos: mo 2Bk _E_p 30.45
1 v2 v2 c2 v
2
2 2 2.2
De 45 obtemos: 5= ZEﬁ = % = 30.46

2
Mas Z_Z = 1 de 44 foi obtido a partir da conservagéo da energia E; = E — E;, quando m, = zero e E; # zero

- , 2 2E 4E% 2p2
entdo em 46 deveriamos ter — = =k = 2k =B 30,47
c2 E c2p? E2

Quando tivermos m,, = zero, v = c € E, # zero de 47 obtemos:

V2 _ 2Eg

=75 =1->E=2E igual a 36 30.48
2

‘C’_z= :Zikz =1-E = iguala33 30.49

v c?p? .

=7 =1->E=cp iguala10 30.50

Aplicando 9 e 32 na equacgéo de conservagao de energia E, = E — E, obtemos:

Ex=E—E;, - g\/pz—m(z)v2 = cy/m3c? + p2 — E, 30.51

Em 51 fazendo m, = zero obtemos:

%/p2 — (m? = zero)v2 = ¢,/(m2 = zero)c? + p2 — E, - E, = % =E, iguala37 30.52
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§ 31Mecéanica Quantica dedugéo das equagdes de Erwin Schrdodinger

Iniciemos com a equacéao 8.5:

ax  c2at
0 ¥t _ 98 0 _ 0 10 _ _x
ax czat_6x+c26t_6x+c6t_zero C_t
a 10
a+za—zero
As variaveis envolvidas serao:
h 2
c=Ay P=7 E = hy K=7” w = 21y
R h h ) h
p—z—¥—zK—flK E—hy—h;—hw ﬁ—g
p = hK E = hw E=cp K=% w=cK

Construgao da fungao ¥:

. . (2 .
c=/1y=§—>§=yt—>§—yt=zer0 - lZnG—yt) =1(7nx—2nyt) =i(Kx — wt) = zero
elKx—wt) — gzero _ 1 i= \/__1 i2=—-1
Y = Y(x,t) = elkx-wd

Algumas derivadas da funcdo ¥ = elKx-o9:

2%y

a i . . . N

a_\: = el Kx=0Y (i) = —jwP == = (—iw) (—iw)e!Ex=0Y = _ 42y

v . %y 2

E = —iw¥ F = —w°Y

I = eilx-wDig = Ky I _ ellr-anig ik = —K2y

ox dx

v _ . %y 2

a = iKY ﬁ = —-K°Y¥
a a . ) d d

dv = Zdx + Lde = d(1) = zero — iIKWdx — ioWPdt =zero » —==2=¢c—->—==
ox ot dt ~ K dc ¢t

Aplicando a fungao ¥ em 2 obtemos:

v | 19¥

o + sor - zero

P41 — ikw — Liww = zero K=2

ox c ot c c

Construcao da equacéao de onda:

d 19 0w 19¥ %y 192w 2 w? w
— =)l =) > ——==—->-KY¥Y=—=¥Y - K=—
(ax cat) (6x c 6t) ax2 c2 9t2 c? c

%y 1 9%¥ L. ~
97 2 gz — 2ero onde temos ¥ = W(x, t).Esta é a equagdo de onda

Construcao da primeira equacéo de Erwin Schrédinger utilizando a equagao de onda:

%y 1 9%%w GEL S| %2y
= zero » — — C—z(—wZ‘P) = zero > ——+ K?¥ = zero

ax2  cZ ot2 ax?

%y v  dv
— + K?¥ = zero Y =Y(x — ===
9x2 + ( ) ox dx
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2
4% L K2W = zero

dx?
n? a?v  n? n? a’v  w?
——+ —K*¥ = zero —————K?¥ = zero
2m dx 2m 2m dx 2m
h? d?w  h? h? d?y 2
“oma " KY = o o ¥ = 7ero p = hK

Se em 30.4 temos E + E,(x) # zero entdo podemos escrever E = £y + E,(x) = hw.

2 2
Erwin Schrédinger adotou para energia E = :—m + E,(x) onde temos Ej = :_m-

pZ

De 20 obtemos —om = E,(x) —E que aplicada em 18 resulta em:
h2 a2y p2 K2 d2y

“amae = “amaw T Ep ()~ E|¥ = zero

_ﬁﬂ+E ()Y = EY Nesta temos: ¥ = ¥(x)
2m dx? pX - ' h x

Em 23 temos a equacgao de Erwin Schrodinger independente do tempo para uma sé dimensao.

Construcéo da segunda equacao de Erwin Schrddinger ultilizando as equagdes 14 e 11:

h? 32w n?
——+—K?Y = zero

L h? h?
Multiplicando 14 por — obtemos —:
2m 2m 2m 9x%2  2m

10¥ v 0¥ .

o L o
De 11 obtemos: —+-—=2zero » c—+ — = zero - ciK¥ + — = iw¥ + — = zero
ox ox at at at

c ot

. oy .. ., 0¥ ., OW
iw¥ + o = zero - iiho¥ + lﬁ; = zero - —hwV¥ + lh; = zero

2 42 2
Somando 24 e 25 = (h—q + gy = zero) + (—hw‘{’ +inZ = zero)
2m dx 2m at

2 62 2 .0
PO k29— hoW + ihZE = zero
2m dx 2m at

2 52 2
MO M 2w pow = —ih Y
2m 9x?  2m at

2
S0 Mgyt how = in 2
m Jat

he ot hAwW ZKZ‘P— ha
2m 0x? @ =t 0

_h_zaz_q, _ﬁ 2 — a_q’ — 2 _ 327172
2m6x2+(hw ZmK)‘P—Lhat E=ho p‘ =h°K
h2 92y p? o

g H(E-p)¥=in%

) . - _p? —p_P
Da energia de Erwin Schrédinger obtemos E = ot E,(x) » E,(x) = E -

Aplicando 31 em 30 obtemos:

2 p2
L E,(0)¥ = ihi;—lf Nesta temos: ¥ = ¥(x, t)

2m 9x2

Em 32 temos a equacéo de Erwin Schrdodinger dependente do espaco e tempo.
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§31 Mecéanica Quantica simples dedugao das equagdes de Erwin Schrédinger

De 30.8 e 30.3d obtemos:

_ mgv
p= 2
1-=
2
2 2 2
_ gV 2 2 _ l mgVv
Ex = = + myc“ |1 = Mol =0 —;
C C

31.33

31.34

Se em ambas as equacdes na razdo - a velocidade da luz e considerada infinita, entdo teremos — = zero
(o} Cc=00

resultando em:
p = myv

1 1
myv? + myc? —myc? = Emov2 - E, = Emov2

31.35

31.36

E isso que acontece na Mecanica Quantica a velocidade da luz tem o carater de ser infinita e por isso a
2

equagédo de energia de Erwin Schrédinger energy E = E; + E,(x) onde Ej =:—m apresenta resultados

perfeitos. Devemos notar que em 36 a energia inercial m,c? também desaparece.

Construcao da fungao W:

C=§=§—>px=Et—>px—Et=zero—>%(px—Et)=zero

e—;(px—Et) — eZero — q i=+/—1 i2=_—1

Y =Y(xt) = e%(px_“)

Algumas derivadas da fungdo ¥ = eHPEED.

T = (<1E) (<1E) = Y G = e B = 1257
Do diferencial total de W obtemos:

dv =Z—jdx+g—l§dt= d(1) = zero - (%p‘l’)dx+ (—%E‘P)dtz Z€ero —)%:%: c —>%=§
Aplicando a fungdo W e suas derivadas em E = cp e E2 = ¢2?p? obtemos 31.11 e 31.13:
E‘P=Cp‘P—)—?Z—T=C%Z—j%—{;—f=cz—jaz—\:+%z—f=zero =31.11
E2W = ¢2p2y S _hzf(’:T‘;’: 2 (_hz‘;z%) q%: Zga%—%%z zeo =31.13
Escrevamos a equagéo de energia de Erwin Schrodinger E = Ey + E,(x) com Ej, = %:

2 2
E=Ek+Ep(x)=:—m+Ep(x)—>;—m+Ep(x)=E

Nesta apliquemos a funcao W e suas derivadas:
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p2w _ 1 Zaw
P E, ()Y = EY > — ( i )—i—E(x)‘P EW 31.47

n? 92 ow _ 2w

S+ B, ()Y = BV In this ¥ = ¥(x) - a*=zf 9148
2 d*w
— s tE, ()Y = EY 3149

Em 49 temos a equacgao de Erwin Schrodinger independente do tempo para uma sé dimenséo.
Esvrevendo novamente a equagéo de energia de Erwin Schrodinger E = Ej, + E,(x) com Ej = %;
2 2
E=E+E,(x) = -+ E(x) > -+ E,(x) = E 31.50

Nesta apliguemos a funcdo W e sua derivadas:

p2w _ 1 2 0%2W _ _ﬁa_ly
L E, ()Y = E¥ > — ( h )+E W = -3 31.51
1 %y i.h 0¥ h %y v
Zm( hz ) + E (X)lp _:E i 2m ox Py — + E (X)l'p lh; 31.52
1% 92w ow —
oozt E,(x)¥ = zh; Nesta temos: ¥ = W(x, t) 31.53

Em 53 temos a equacgédo de Erwin Schrodinger dependente do espacgo e tempo.
§ 32 Versao Relativistica da equagéo de Erwin Schédinger 18/09/2021

A uma particula em movimento com velocidade v ao longo do eixo x se associa uma onda infinita na forma:

Y = Y(x,t) = Aer® = Aer®*E) A = Constante 32.1

Para uma onda plana de fase constante @ = @(x,t) = px — Et = constante obtemos a velocidade u de fase
igual a:
dx E

_ 004 1 00 4 = pdx — Edt = —&x_E ==
d(Z)—ade+atdt—zero—>d(Z)—pdx Edt—zero—>u—dt—p u=>- 32.2

Sendo a energia E, e o momento p propriedades de uma particula em movimento com velocidade v e sendo
a frequéncia y e o comprimento de onda A propriedades do movimento ondulatério associado a particula.
Louis De Broglie relacionou estas propriedades nas seguintes equacgdes:

mgc? _ _ mgv _1
E=hy= = p=hk= = k_i 32.3
De 3 obtemos a velocidade u de fase:
u=Y_Ee_¢© 32.4
k P v

E
u=Y==¢ 32.5
k p
2
E em 4 a velocidade de fase seriau =cendou = % 32.6
Comom, > zero entdov<c e em 4 temos u>c. 32.7

2
Sendoem 4 u = % a velocidade de fase entdo ¢ # % porque se em 4 c = % entao teriamos:

XZ
:%—)u:v:c:

)2

32.8

<%
|
—
1=

|
l

= 1<

~ 1<
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2
E em 4 a velocidade de fase seriau=v=cendou = %

De 4 obtemos a velocidade v escrita como:

2b
E

2

. . i s 1 1
Aplicando 10 na energia cinética E, = Svp =2 m"vz obtemos para m, > zeroe v < c:
v

c2

_1 _1 2P _1c%p 1c“p
Bo=jwp =3 () p =3~ Be=35
Quando m, = zero entdo v = c e temos Ey =2 (30.33) e E=cp
Multiplicando 30.33 por 30.10 obtemos:
_ _ lczpz
ExE = 2cp—>Ek—2 =
1 2

E temos 11 igual a 12 demonstrando que a equagéao Ey
my = Zero e v < c.

T2

dy

dk

\%

Sabemos da matematica que a velocidade de grupo v, € dada por: e

De 3 obtemos a velocidade na forma:

2 2 2 2 ’ 2.4
_ _ mgcC 2 v _ 2 4 ve mgc _ mgc
E_hy__vz_)(hY) (1—C—2)—m0c —>C—2— —h2y2—>V—C 1_W

s
Em 14 temos a velocidade da particula somente funcao da frequéncia v = v(y).

Derivando a velocidade de 14 em relagao a frequéncia obtemos:

vi o m3ct v m3ct _, 2vdv _ m%c4( 2y 3 - dv _ c? (méc‘*)
2 h2y2 2 h2 c2dy h2 Y dy ~ v \h2y3
dv _ [ (mgc4) _Y (mgc4) _ mgct dv _ mZc?

dy v \hZy3 k \h2y3 h2ky? dy  h2ky?

32.9

32.10

32.11

(30.10).

32.12

2
ch € ambivalente sendo de validade geral para

32.13

32.14

32.15

Derivando a velocidade v de 10 em relagdo a frequéncia e considerando que k é fungdo da frequéncia

k = k(y) obtemos:

_ 2b_ 2 k _ 2 -1 dv _ 2 [dk -1 —1-1| _—_ .2 1dk k dv _ 2 1dk k

v=c‘z=c-=ckyt > —=c"|= + k(-1 =cl-—-—5)>2—-=cl--c—3
E Y ¥ dy dvy (=1 ydy v? dy ydy 2
Devemos ter 15 igual a 16 por isso:
dv _ m3c* 2 (1 dk k) mic?2  1dk k m3c2 dk k _dk_ m3c? | k
—_=—=_C —_— ] > = —-— — — = — — - _= — -
dy  hZky? ydy y2 hZky?2  ydy y? h?ky dy y dy hZky vy
EZ

dk _ m3c® | k dk _ mic? , h?kk _ m3c?+h?k?® _mic?+p? = E
—_— = - — = = = = == ——
dy h2ky vy dy  h2ky  h2ky h2ky Ep Ep cZp
dk LE_1_ _dy_V_>V —y
dy  2p v g7 dk g

E em 17 temos a velocidade de grupo v, igual a velocidade v da particula.
De 30.9 obtemos:

2
E =cymjic? +p? - ];:—2 = p? + m3c?

Aplicando 3 em 18 e derivando a frequéncia y em relagao a k obtemos:
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2 2,,2 2
E =p2-i-m[2,c2—>—hy =h2k2+m[2,c2—>1:—22y%=h22k—>ﬂ=c2$ 32.19

2 2 dk

_dy _

k

2

V,=—=C-=V-oV,=V 32.20
g dk v g

E em 20 temos a velocidade de grupo v, igual a velocidade v da particula.

2
Aequagdo E = Ex + E, = ;’—m + E, de Erwin Schédinger da Mecéanica Quantica iguala a energia total E com a
soma da energia cinética E, com a energia potencial E,, para prosseguir nessa receita € necessario a
denominacao de algumas fungoes.

A denominacado de energia cinética em relatividade sé deve ser atribuida a diferengas entre energias, os
melhores exemplos sao:

2
E = 2= —m,c? =E — E, 32.21
2
E, =myc? — 22— =E, — E' 32.22

Escrevendo 30.3:

12 2
Ex = myc? /1 + VC—Z— myc? = %— m,c® = —E, 30.3

v
1——
c2

Nesta denominando T, a energia cinética:

T, = myc? [1+ Vc;zz — m,c? 32.23
2

E permanece como energia cinética o termo Ex = ToC = — m,c? 32.21

Em 30.3 temos o resulta exato: Te = Ex 32.24

O resultado é exato porque aplicando /1 - % /1 + % = 1 em qualquer uma das duas obtemos a outra.
C C

E temos 30.3 escrito como: Ty = Ex = —E, 32.25
Escrevendo 30.15:
v2 mgc?
Ex = myc? — m,c? /1——2=m0c2—L=—Ep 30.15
C 2
1+"C—2
Nesta denominando as energias cinéticas:
2
T, = myc? —myc? [1 —Z—z e Ej = myc? — = 32.26
2
1+Vc—2
Em 30.15 temos o resulta exato: T, = E}, 32.27

O resultado é exato porque aplicando /1 - ‘C'—j /1 + %2 = 1 em qualquer uma das duas obtemos a outra.
E temos 30.15 escrito como: Ty = E, = —-E, 32.28

Da energia cinética 21 obtemos:
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Ey = mﬂcvz_mo = Dot +m0 / —m,c? 32.29
1- 1——

mgv? mgc2 2 2 2 v2
vp === = - mec +<moc —mc” |1 ——= ) =Ec+ T > vp=E+ T 32.30
1——2 1——2
C C
mgv? mgc? 2 v?
vp = 2= z_mOC 1——2=E+T—>Vp=E+T 32.31
1-% 1-% ¢
C C
. . . . . C .y 1 1 2
Nesta vp é a diferenga entre a maior e a menor energia. Por isso a energia cinética média Ey = SVP =3 m"vz
v
-
€ a energia média da diferenca entre a maior e a menor energia.
Da energia cinética 22 obtemos:
2 12 12
Ej = myc? — 2= = myc? + == —myc? 1+ 5 32.32
2 2 ¢
v/ v/
1+C—2 1+C—2
1.1 moV’2 2 V’Z 2 2 mocz ’ ’ 1 ’ ’
v'p' = = |mec” |1+ —mec” |+ | moc® ——== =Ty + E > vp =Ty + E 32.33
2 2
1+‘% 1+‘%
1 mov/z 2 V’2 moC2 ’ ! 11 ! !
vp' = =m,C 1+—2——=T—E -»vp =T —E 32.34
v? ¢ vr?
1+C_2 1+C_2

sy 2 . . . . . T Rt 1
Nesta v’p’ é a diferenga entre a maior e a menor energia. Por isso a energia cinética média E;, = Ev'p' =

1 mov

2
1+C—2

Comparando 30 com 33 vemos que todos os termos na sequencia sao exatamente iguais por isso temos:

= € a energia média da diferenca entre a maior e a menor energia.

vp =v'p’ Ex =T, Tk = Ej, 32.35
Comparando 31 com 34 vemos que todos os termos na sequencia sao exatamente iguais por isso temos:
vp =v'p’ E=T T=—F 32.36

As energias E; e Ty se relacionam por:

2
mqc? 5 mgc?—mgc? 1—2—2 Tx
Ex = =— Ex = 32.37

—myc” =

v2
1—C—2 1-
As energias E), e T, se relacionam por:
_z_moc ’
Ty
moc” E, = —% 32.38
v/ v'?
1+C—2 —2 1+C—2

De 25 e 28 obtemos:

U
=
|

|

Ej, = myc? —

N

Ex = —E, - Ex + E; = zero Ey = —E, > E; + E;, = zero 32.39
Agora denominando as Hamiltonianas H e H’ como:
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H=E, +E, H' = Ej, +E,

32.40

Sendo as Hamiltonianas a energia total da particula que por hipétese ndo é necessariamente igual a zero.

Agora também devemos definir as Lagrangeanas em funcgao da energia cinética.

Agora de 30 e 33 obtemos:

vp=Ex+ Ty = Ex =vp— Ty vp =Ty +E - E, =vp — Ty
Aplicando 41 em 40 obtemos:

H=Eg+E, =vp— Ty +E, H' =E +E, =v'p' — Ty +E,
Definindo as Lagrangeanas como:

2
—mc? [1-L 4k
mee” |1 ——+-

L =T, - E, = m,c?

L' =Ty —E, =m,c® |1 +‘§—moc2 +§
Aplicando 43 e 44 em 42 obtemos a relagdo entre as Hamiltonianas e Lagrangeanas:
H=vp—-Tg+E,=vp—(Tx—E,)=vp—-L-oH=vp-L
H =vp —Tg +E, =v'p’ — (T — Ep) =vp -L->H=vp-L
Agora para redefinir as Hamiltonianas facamos a soma de H e H’ de 40:
(H=Ex+E,)+ (H =E; +E,) > H+H =Eq+E; +2E,
Aplicando T, = E; de 27 em 47 obtemos:
H+H' =E+E; +2E, =Ex+ T, +2E, > H+ H = E + T + 2E,
Aplicando 30 vp = E + Ty em 48 obtemos:
H+H' =Ey+ T+ 2E, = vp + 2E, > H+ H' = vp + 2E,
Agora definindo as Hamiltonianas de acordo com 49:
H= %vp +E,
H' = %v'p’ +E,
Essas Hamiltonianas séo invariantes H = H'.
Somando 50 mais 51 obtemos:
1oy

1 ’ ' 1 Iy
(H=2vp+E,)+ (W =1vp' +E,) > H+H =2 (vp+v'p) +2E, = vp + 2E,

E obtemos 52 = 49.

A Hamiltoniana H = %Vp + E, deve estar de acordo com a equagéo de Hamilton v = Z—:

0H J (1 a (1 O0E
aH_9 (1, E):—(—V) —L = zero
ap 6p(2 p+ p ap \2 p ap

0H J (1 10v 1.0 10v 1

o) =2 2 =1

dp dp \2 2 dp 2 0dp 20 2
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Derivando a velocidade de 10 v = ¢? % temos:

v _ 0 ( op)_ 20 -1y _ 29D g 2 5(5 1) 1-1=—2 9E

ap_ap(c E)—c ap(pE )=c apE +cp—— — c?pE~ o0

w_&_ 2pp-1-1=—22 _ & _ Db 0E

- E c’pE w7 S o 32.55
Agora derivando E em relacéo a p em 18 obtemos:

O (B2 _ 24 m202) o, 2EOE _ EOE_  _JOE_ 2P _

5p(cz_p +moc)chap_zp_)czﬂp_p_)ap_c BV 32.56
Aplicando 55 e 56 em 54 obtemos:

OH 10v +1 _1(c¢  poE +1 _1fc? zp() +1

ap 20pP T2V T 2\E T “Ezap/P T2V T 2[E T S 2P TRV

aH_l c? () 1 1c? 1 sz +1 _1 1v? +1

ap CE T2EPT2O YTV TV T2V Ty

OH 1 1v? +1 3 1v? L 1v?

ap 2. 22 T2V TV T T\t T2

OH 1v2\

%—V(l—zc—z)—v 3257

. 1v2 , . . .
Em 57 consideramos o termo 5:—2 = zero ou poderiamos considerar que a velocidade da luz tem o carater

de ser infinita na Mecanica Quantica (MQ) 2

v? = Zero
2 (c=w)2 )

Aplicando na Hamiltoniana de 50 a formula 10 da velocidade v = c? % obtemos:

_1 _1 p _lczp2 _1c2p2
H_EVp+EP_E(Czﬁ)p-l_Ep_ET+EP_)H_ET+EP 32.58
2,2
E em 58 temos a energia cinética ambivalente de 11 E, = %C}f .

De 58 obtemos o valor de p:

2mg

p= C—Z(H—Ep)=J2\/":‘L(H E,) = JF(H E,) 32.59

Nesta fazendo ¢ = o obtemos:

(H Ep) = /Zmo(H E,)-p= /zmo(H Ep) 32.60

Em 60 temos o valor de p da teoria de Erwin Schodinger.

Aplicando 60 em 10 obtemos a velocidade da particula:
2 2c2
v=cit== S5 (H-F) »v= [ (H-E,) 32.61

No que segue o desenvolvimento é aproximadamente o método do proprio Erwin Schodinger.

Na Hamiltoniana 58 aplicando as equagdes de Hamilton Jacobi para o eixo x obtemos:
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1c2 (as)z as
—— (= E — = zero
2 E \0x tEp+ ot

Para um sistema conservativo as equagdes de Hamilton Jacobi sdo dadas por:

as as

L _H

ax P at

De 65 se conclui que a agao S pode ser na forma:

S =S(x,t) = f(x) + g(t) = constante

Onde f = f(x) é uma fungao de x que deve resultar em ~

as af _as

Aplicando Pl —H em 64 obtemos:

dx ot

as

2 2
__(as) +E +§=zero—>ic—(ﬂ) +E, —H = zero
ox. p 2 E p

at 0x

Agora fagamos em 68 a transformagao f = f(x) = kin¥

Onde k é uma constante.

A funcéo f de 69 tem analogia com a entropia.

Aplicando 69 em 68 obtemos:

%%(ﬁ) + E — H = zero » = .- [a(kln\!’)] + E — H = zero

0x

2 [0(kln‘¥) +E, —H = zero - (

18 (kow +E — H = zero — <4 (2% + E, — H)¥? = zero
2 E ox ( )

‘{’6 2 E

1 c%k?
2 E

(5) + (E, — H)W? = zero

Agora supondo que 71 nao seja nula e tenha um resto R na forma:

R=R(w2 x) =18 (5) + (E, — H) w2

2 E

O resto R deve ser um minimo por isso deve atender o funcional:

f+°°R( )dx

ka‘P
LPi?x

Ep — H = zero

E obtemos da equacéo de Euler Lagrange do funcional:

3~ ls] = o LG -]
BB - v - s

2(Ey — H)W — 22522 ()] = (B, - H)W -

1c2k? 929

T3TE ez (Ep—H)‘P—zero—>——
1c%k? 9%

—-= +E,¥ =HY

2 E ox?

1c%k? 92w

2E62

(—x) + (B, — H)lpz]} = 2(B, - H)¥ - Z[25

1C2kza2
2 E ox?

+E,W = HY
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(E) + (B, — H)‘Pz]} = zero

—qJ+ (Ep - H)‘P = zero

32.63

32.64

32.65

32.66

32.67

32.68

32.69

32.70

32.71

32.72

32.73

32.74



a*y

Em 74 temos ¥ = ¥Y(x) - ax2 === 32.75
1c?k? 3%w 1c2k? d?w
S FE W = HY 5 St L E W = HY 32.76
Aplicando a energia E = Moc® _ em 76 obtemos:
1—c—z
1c%k? d?w 1 c?k? d*w k2 a’y
S W =HY » 1S LT E W= HY » — 1~ 4+ E, W = HY 32.77
2 E dx 2 MoC” dx 2
12 1_V_§
c2 c
Fazendo em 77 ¢ = o obtemos:
2 2
e R R A Hlpﬁ_lk_‘;f +E,¥ = HY 32.78
v2 v2

1= __v°
c2 (r::eo)2

Agora em 78 fazendo k igual a constante de Planck k = h e trocando H por E porque agora ndo causa mais
confusao:

2 2
I B W =HY - ”““f E,W = EW
2mg dx dx
1Y B = EY 32.79
Zm dx

E temos 79 igual a equagdo 31.49 de Erwin Schodinger. O método utilizado neste trabalho é
aproximadamente o utilizado por Erwin Schodinger.

§ 32 Continuagao 19/09/2023

A Hamiltoniana da Mecénica Quéantica (MQ) de Erwin Schrddinger é escrita como:
2
H=H(p,q) = E +E, = %ST’L E, Ex = Ex(p) E, =E,(q) 32.80

Onde representamos por m, a massa inercial de repouso exatamente como na relatividade.

De 80 podemos obter a energia cinética da MQ escrita como:

1 p? 1(mev)? 1 1 1
Ek:_p_z_o—:_movz =-vVmyv = -Vp 32.81
2mgq 2 mg 2 2 2

Na teoria de Hamilton a derivada de H em relagéo a p resulta a velocidade:

dH _ dE d (1 p? 12 mov dE
_z_kz_(_p) P _ P _DMoV_ —2 = zero 32.82
dp dp dp \2mq 2m0 mg mg dp

Entao inversamente podemos dizer que a energia cinética € dada por:

Ex = >m, (‘;—;’) (‘;—‘;) 32.83

Quando Hamilton criou sua teoria ndo existia qualquer suspeita de que o tempo é variavel. Por isso nao
obteve uma Hamiltoniana para o observador O e outra para o observador O’.

Mas na Relatividade Ondulatéria nos temos duas Hamiltonianas, H e H' sendo uma para cada observador,
por isso podemos escrever a energia cinética de 83 na forma geral:

B =2m, (5) (50) 32.84

©\dp/ \dp

Os momentos p e p’ podem ser escritos em fungdo das massas m = m(v) e m’ = m’(v') variaveis com as
velocidades v e v ou em fungao da massa de repouso m:

E mg mgev
—2: :m—)p:mv:
c 1V2

= ! =Pr
= = meV' —>m, =~ 32.85
= 2

o
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E/ m moyv’ ’
—_ = 0 =m’—)p’=m'v'=L=mov—)m0=% 3286

Com 85 e 86 obtemos a conhecida invariancia da energia cinética:
!
..

mozv_z%evpzv’p’—)Eszl'(zévp:%Vp 32.87

Com 87 escrevemos a energia cinética para o observador O e observador O’ na forma:

2 2
By = ~vp = v = vmy=1my? =imy2 2=t 1 32.88
k=5 2 1_V_2 2 2 2 m 2 m 2m :
2
1 1 mov’ 1 1 1 m/  1(mrv)?2  1pr?
Ep =-vp =-v 2 =—vmV =-m'v2 = -m'v? = = - - P 32.89
)2 2 2 2 m/ 2 ms 2 mr/
v
145

Com 87 escrevemos a energia cinética para o observador O e observador O’ na forma:

1 1 1 m, 1 v 1
Ex=-vp=-vmv=-v—=v =-mg,Vv =-myvv’ 32.90
2 2 2 v2 2 v2 2
1—C—2 l—c—z
1 1 1 m 1 4 1
Ep =-vp' =-vm'v =-v ==v' =-m,V =-myv'v 32.91
2 2 2 ,2 2 ,2 2
v v
1+—2 1+—2

De 87, 90 e 91 resulta a forma geral da energia cinética:

Ey =E; = %movv’ = %mov’v 32.92

Aplicando 88 e 89 em 32.50 e 32.51 obtemos as Hamiltonianas fungées de H = H(p,q) e H' = H(p’,q):

2
H=H(p,q)=Ek+Ep=%Vp+Ep=%p;+Ep 32.93
HI_H(/ _E _EI’ _lﬁ 3294
= H(p',q) = Ex + B, =v'p' + B, = 22 + K, .

Derivando H e H’ de 93 e 94 em relagéo a p e a p’ obtemos:

dH d (1p? 12 dm
_=_(_p_)=__p=3=v — = zero 32.95
dp dp\2m 2m m dp
dH d (1p? 12pr ’ dmv
_=_(_p_) = _P_ — = zero 32.96
dp dpr \2 mr 2 m/ m/ dp’

Os resultados de 95 e 96 estdo de acordo com a teoria de Hamilton o que demonstra que fazer i—? = zero e

dm’ . ‘r ~ ~ L . ~
d‘:;, = zero esta correto, ja que as massas sao fungdes explicita somente das velocidades e portanto n&o é

necessario a aproximagao de 32.57 .

Aplicando 95 e 96 em 84 obtemos a forma geral da energia cinética 92:

By = 2m, (1) (j%) = lmowv’ 32.97

. d dm’ . .
Ser o resultado de 97 igual ao de 92 demonstra que fazer d—r; = zero e d—‘:, = zero esta correto e é coerente

com a Relatividade Ondulatéria.

A energia cinética de 88 e 89 da Relatividade Ondulatéria diferencia da energia cinética de 80 da Mecénica
Quantica, somente devido a corregdo da massa devido a velocidade.

Escrevendo 30.32:

Ey = ;,/pz—mgvz 32.98
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mgv/

Se em 98 aplicamos p’ =

= m,v (86) resulta:

14—
c2

E, = %\/pz_mgvz - %\/pz —p? 32.99

Remodelando 99 e escrevendo na forma vetorial obtemos:

2
Ek=§ ,pz_p’z_)(ﬂ) :pz—p'2—>f)’:p"1‘+ﬂj 32.100

C

A equagéao 100 nos diz que a energia cinética flui entre os observadores O e O’ como se fosse uma
entidade vetorial.

Sendo os momentos p = p(v) e p’ = p’'(v) fungcdo da mesma velocidade entao a absorgéo de energia pela
particula resulta em um desvio na trajetéria da mesma ou € a causa do movimento ondulatério da particula.

§ 33 Energia Hiperbodlica Relativista
Na sequencia vamos concluir que a energia relativistica € uma fungao hiperbdlica.

Da energia de 30.9 obtemos:

E = ¢\/p? + mjc? 331

E? = ¢?p? + mjc* - E% — ¢?p? = mic* 33.2
(E + cp)(E — cp) = myc2. myc? 33.3
(E+cp) (E—cp) _ 4 33.4

mgc2 * mgc?

Nesta denominando:

v2 v2

o _ E+e) _ -7 |-z _ 1 N % _ 1+g _ (1+%) 335
" moc? moc? 1—‘C’—§ 1—‘C’—§ \/(1—%)(1%) (1_2) .
¢ =In (1+) 33.6

2

mgpC _Cmon
R

met T meet g hen 690

—@=1In (=)

33.8
(1+)
C
e®.e™® =1 Que esta de acordo com 4. 33.9
Agora denominando o cosseno hiperbdlico (ch) como:
x = ch® = fre™® 1[E+cp)  E-cp)] _ E _ 1 moc® 1 _ n+u 33.10
2 2 | mgc? mgc? moc?  mgc? v2 v2 2

181/200



E denominando o seno hiperbdlico (sh) como:

P _o—0 v

e’—e 1[(E+c ) (E-cp) c 1 cmgv -

y = shg = =B _E . 2 LA S i L 33.11
2 2 L mgc2 mgc? mgc2  mgc? v2 v2 2

Para provar que o cosseno e o seno estdo de acordo com a equagéao da hipérbole fagamos o cosseno igual
ao x e 0 seno igual ao y da equacao da hipérbole 12:

x2—y?=1 33.12
2 2 2_ 2,2 2 4
E C E“—c mgC
ez) ~ o) =5 = =1 33.13
mgc2 mgc2 m3c* mc*
2 2
v \'4 1 V2
1 = 1 2z 2
7 = | = e Tw=e=1 33.14
C

0400
x = chg = &2 =L=;v>zero 33.15

Portanto ndo existe energia negativa.

Agora definindo a tangente, cotangente secante e cossecante hiperbdlicos tém:

cmgov
2
cp 1-v-
shg _ eP—e® o2 _ op 2y
th = = = = — = s 1
0 chg efP4e=0 Lz E mgc? c 33.16
mqoc VZ
1-2
m()C2
0ro-0 g 1‘%
ch@ e’+e” 2 E c c
COth@:—: ) _ozmg];: = — = CigV = - 3317
sh@ eP—e o2 cp \%
0 2
\A
2
1 2 1 _ mec® _ moc? _ v2
sech = == 55 =% T T me? 1-5 33.18
mgocC Vz
ara
1 2 1 mgc? mgc? c vz
COSSGChQ):—:ﬁ:T: 0 :cn?T:_ 1——2 33.19
sh@ eP—e — cp _ \% c
0 2
-5
C

182/200



Funcdes trigonométricas 2 Fungdes Hiperbdlicas
Construgao das relagbes que transformam as funcdes hiperbodlicas nas fungdes trigonométricas.

A férmula de Pitagoras para um tridngulo retangulo de hipotenusa “h” e de lado “a” adjacente ao angulo a e
de lado “b” oposto ao angulo « é:

h? =a? + b? 33.20
Para este triangulo temos as seguintes fungdes trigonométricas ft = ft(a) de angulo a:
a = h.cosa b = h.sina 33.21

Remodelando a féormula de Pitagoras resulta:
2 _ 2 2 L, p2 —p2 42 — —q) o (M) (hza) _ 0,0 _
h*=a“+b b h*—a (h+a)th—a) p P e’e 1 33.22

Esta se divide nas seguintes fungdes hiperbdlicas fh = fh(@) de angulo @:

e? = % > zero 33.23
e ? = hb%a > zero 33.24

Onde aplicando as fungdes trigonométricas obtemos fh(9) = ft(a):

h+a h+h.cosa 1+cosa
g0 = Ita _ hthcosa _ 1t 33.25
b h.sina sina
— h—a h—h.cosa 1-cos
e P ="-= —— = — 33.26
b h.sina sina

A real igualdade das fungdes fh(@) = ft(a) s6 ocorre se o angulo da fungao hiperbdlica é igual ao angulo
da fungao trigonométrica, ou seja, se fh(@) = ft(@) onde ambas sao fungdes hiperbdlica ou fh(a) = ft(a)
onde ambas sao fungdes trigonométricas.

Da trigonometria temos:

a 1-cosa sina 1-cosa
tg (%) == = = 33.27
2 sina 1+cosa 1+cos

Aplicando 27 obtemos a funcdo fundamental do angulo a trigonométrico em fungao do angulo @ hiperbdlico
a = a(@):

e(z; — 1+'cos — 1a — 1 — 1+c 3328
sina tg(?) Ji;zgzz 1—cos
-0 _ 1-cosa __ ay _ 1-cosa
e = sina tg (2) - \’ 1+cosa 33.29
a = a(®) = 2arctg(e™®) 33.30

A substituicdo do angulo 30 a = a(@) nas fungdes trigonométricas a transforma em fungdes hiperbdlicas
com as devidas restrigdes de existéncia, na seguinte forma:

fh(®) = ft(a) = ftla(®)] = ft(®) - fh(D) = ft(D) 33.31

De 28 e 29 obtemos as férmulas fundamentais do angulo @ hiperbdlico em fungdo do angulo «
trigonométrico @ = @(a):

In(e?) = In [ﬁ] -0 =0() = [ﬁ] 33.32

2 2
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in(e™®) =In [tg (%)] > —-0=In [tg (%)] -0 =0(a)=In [ﬁ] 33.33

De 30 obtemos: a = a(9) = 2arctg(e™®) = 2arctyg [tg (%)] = 2% =a

1
arctg(e=?)

De 33 obtemos: @ = 8(a) = In [m}%)] =In [tg( )] =In (e%@) = ln(e@) = Qlne = @

As fungdes (30) a = a(®) e (32) @ = @(a) séo inversas uma da outra.

A substituicdo do angulo 32 @ = @(a) nas fungdes hiperbdlicas a transforma em fungdes trigonométricas
com as devidas restricdes de existéncia, na seguinte forma:

ft(@) = fh(®) = fh[0(a)] = fh(a) - ft(a) = fh(a) 33.34
Na hipérbole unitaria x? — y? = 1 aplicando as fungdes x = ch@® e y = sh@ obtemos:
x? — y? = ch?@ — sh?@ = (ch® + sh@)(ch® — shp) = e®.e® =1 33.35

Desmembrando-a em duas fungdes resultam as fungdes cosseno hiperbdlico "ch@" e seno hiperbdlico
"Sh@":

(oo}
ch® + sh® = e® » x = chp =& +2e 33.36
eP_p—0
ch® —sh® = e™® - y = shg = > 33.37
Em 36 e 37 temos as fundamentais fun¢des hiperbdlicas.
Aplicando no cosseno ch® hiperbdlico as relagbes anteriores obtemos:
0,90 —
x = chp = &2 =1(hﬂ h—a>=2= h— 1 = coseca 33.38
2 2 b b b h.sena sena
Aplicando no seno sh@ hiperbdlico as relagbes anteriores obtemos:
eP—e? 1 (h+a h—a a h.cosa cosa
y=shd === (1= 1¢) =1 = e = 2 = cotga 33.39

Aplicando o cosseno x = ch® = coseca hiperbdlico e 0 seno y = sh@® = cotga hiperbdlico na equagédo da
hipérbole unitaria x* — y? = 1 obtemos:

x2 —y% = ch®@ — sh?@ = cosec?a — cotg?a =1 33.40
Que é um resultado da trigonometria.

Com as relagbes do cosseno ch® hiperbdlico e do seno sh® hiperbdlico podemos definir as demais relagdes
entre as fungdes trigonométricas e as fungdes hiperbdlicas:

tghd = % = €% — cosa 33.41
ch@ — 1
cotgh® = v % =——=seca 33.42
sech® = ﬁ = 1 = sena 33.43
_ 1 _ 1 _ sena _
cosech® = o T T = g = tga 33.44
sech?® + tgh*@ = sen*a + cos?a = 1 33.45
cotgh*® — cosech®*@ = sec’a — tg*a =1 33.46
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Construcgao das ja conhecidas relagdes que transformam as fungdes hiperbdlicas na forma exponencial de
um numero complexo.

A seguir utilizaremos as férmulas de Euler:
el® = cosa + isena e~ = cosa — isena 33.47

Remodelando a férmula de Pitagoras obtemos:

R =a? +b? = a® — (ib)* = (a + ib)(a — ib) > L = 0,0 = 1 33.48
Esta se divide nas seguintes fungdes hiperbdlicas complexas:

e? = a;ib > zero 33.49
e ? = a:b > zero 33.50

Para este tridngulo temos as relagdes trigonométricas:

a b

- = cosa - = sena 33.51
h h

Aplicando as relagdes trigonométricas obtemos:

a+ib a .b .
e? = =4 i- = cosa + isena 33.52
R n
_ a—ib a . b .
e ? = — =~ 1= cosa — isena 33.53

Para estar de acordo com as formulas de Euler devemos alterar os argumentos hiperbdlicos para @ = ia e
assim obtemos as funcdes hiperbdlicas escritas como a forma exponencial de um nimero complexo:

e? = e'® = cosa + isena 33.54
e ® = e % = cosa — isena 33.55
Denominando o cosseno chia hiperbdlico complexo como:

—i

e'%+e

x = chia = = %[(cosa + isena) + (cosa — isena)] = cosa 33.56

E denominando o seno shia hiperbdlico complexo como:
y = shia =—— = % [(cosa + isena) — (cosa — isena)| = isena 33.57

Aplicando o cosseno x = chia = cosa hiperbdlico complexo e o0 seno y = shia = isena hiperbdlico complexo
na equacédo da hipérbole unitaria x? — y? = 1 resulta:

x? —y% = ch?ia — sh?ia = cos?a — i’sen’a = cos’a + sen’a =1 33.58
Que é um resultado da trigonometria.

Com as relagdes do cosseno chia = cosa hiperbdlico e do seno shia = isena hiperbdlico podemos definir as
demais relagdes entre as fungdes trigonométricas complexas e as fung¢des hiperbdlicas complexas:

Construgcao das relagdes que transformam as fungbdes hiperbdlicas nas fungbes trigonométricas
semelhantes as que ocorrem nas fungdes Gudermannianas.

A férmula de Pitagoras para um tridngulo retangulo de hipotenusa “h” e de lado “a” adjacente ao angulo a e
de lado “b” oposto ao angulo « é:

h? = a? + b? 33.59
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Para este tridngulo temos as relagdes trigonométricas:
a = h.cosa b = h.sena 33.60

Remodelando a féormula de Pitagoras resulta:

h2=a?+b?—>a?=h2—b2=(h+b)(h—b)— (h”’) (ﬂ) —efeF =1 33.61

a /\a
Esta se divide nas seguintes fungdes hiperbdlicas:

ef =" S zero 33.62

a

e B = % > zero 33.63

Onde aplicando as relagdes trigopnométricas obtemos:

eﬁ — M — h+h.sena — 1+sena 33.64
a h.cosa cosa
e_[; — ﬂ — h—hse — 1-sen 33.65
a h.cosa cosa
Destas obtemos as formulas fundamental do angulo g hiperbdlico:
B — 1+sena — 1+sena
ln(e ) lTl( cosa )ﬁﬁ ln( cosa ) 33.66
-B) — 1-sen _ 1-sena
ln(e )_ ln( cosa )_)B - ln( cosa ) 33.67
Denominando o cosseno chf hiperbdlico como:
eP+e B 1 (nh+b h-b h h
x =chf = = —(— —) =-= = = seca 33.68
2 2 a a a h.cosa cosa
E denominando o seno shf hiperbdlico como:
eP—e=B 1 (h+b h—b b h.sena sena
y=shp === (" -"F) =t =120 = 10 = tga 33.69

Aplicando o cosseno x = chf3 = seca hiperbdlico e o seno y = shf = tga hiperbdlico na equacdo da
hipérbole unitaria x* — y? = 1 obtemos:

x? —y? = ch?B — sh?f = sec’a — tg*a =1 33.70
Que é um resultado da trigonometria.

Com as relagdes do cosseno chf hiperbdlico e do seno shf hiperbdlico podemos definir as demais relagbes
entre as fungdes trigonométricas e as fungdes hiperbdlicas:

— ﬁ — cosa _—
tghp = g = L sena 33.71
chf e 1
cotghf = v st = — = coseca 33.72
1 1
sechf = Fv e calsa = cosa 33.73
1 1 cosa
cosechf = v ﬂ =_— = cotga 33.74
sech?B + tgh?p = cos?a + sen*a = 1 33.75
cotgh?p — cosech? B = cosec’a — cotg?a = 1 33.76
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§34 Equacgodes hiperbolicas similares as equagoes de Paul Adrien Maurice Dirac
No que segue estamos sempre tratando de particula livre E,, = zero.
Escrevendo a equagéo relativistica da energia 30.9:
E = c¢y/m2c? + p? - E? = ¢?p? + m3c* 34.1
E? = c?pg + c®pj + c®pZ + mjc* p® = p% +p;y + p7 34.2

2
= pZ+p2+p2 + mic? 343

2
Dirac propds que do produto das duas seguintes equacgdes resulte 3.

= o4py + azpy + azp, + aymge 344

alme |m

= aqpx + a;py + azp, + A,mMyC 34.5

Fazendo o produto de 4x5 obtemos:

EZ
oz = 01 0 PxPx + QA0 PxPy + 30 PxP; + MoCAL 0 Py + O APy Py + 00 Py Py +
030 PyP; + MCoL APy + 0 A3 Py P, + A 03Py P, + A303P,P; + MoCaL 03P, + 34.6

M C0ly 0Py + M CAR 0Py + MoCA30,P, + MCMHCO, 0L

Para que 6 seja igual a 3 devera cumprir as seguinte exigéncias:

i=k-al=a=1 34.7
i+ k- aa, + apa; = zero 34.8
Desmembrando o produto 6 em duas equagdes obtemos 9 e 15:

p® = o0 Pxpyx + 0,0, PyPy + Az03p,P; + (az0y + alaz)pxpy +
(az0y + aya3)pgp, + (az0; + Ay 03)pyp,. 34.9

Nesta se as matrizes que representam os o, estiverem de acordo com 7 e 8 teremos:

a0 + 040, = zero 34.10
0304 + 0,03 = Zero 34.11
o300, + a,03 = zero 34.12
00 = 0,0, = az03 = 1 34.13

Com isso resulta de 9:
p? = p; + pj + p; 34.14
O restante do produto 6 &:

mgc? = (a0 + 0y 0)pxmyC + (00, + 0y 00)pymoc + (a3 + aza,)p,myc 34.15
+a,0,mycmgcC.

Nesta se as matrizes que representam os o, estiverem de acordo com 7 e 8 teremos:

40y + 0y, = zero 34.16
040, + 0,0, = Zero 34.17
0,403 + 0304 = zero 34.18
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34.19

1

Ay 0y

Com isso resulta de 15:

34.20

c? = mycmyc

2
o

m

E temos como resultado final 6 igual a 3.

As denominadas matrizes de Dirac a; sao:

— N (s8] <
N N N N
< < < <
™ ™ ) )
_ - = _
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So— o
cocoT oo o=°°
coco —
— — - o
— oo o | oo <@ |2 <o°
—
o090 ©=°22 ¢o®% T°°|
Il Il Il Il
— N o <+
S S S S

Fagcamos as operagdes de 10 a 13:

Te) ©
N N
< <
™ ™
coco] oco° -
©"oco o Too
Tooo ..ooo
I I
SCOoOHO oo+~ O
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===
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— oo O
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So—o
coco
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I I
i o
(=3 (=]
N i
=] =]

34.27

—

coco
S O .~

0.100

—

| oo o

© o
N N
< <
™ ™
co™ e 001_LO
0004 cog
s o 1_.000
01_.00 ENCRS
Il Il
co- o OOOL
|
coco o
c o
— o
— oo o
—
o Too
o —Ho o |
L —
—
0001_L o
[
So- o
co_ o
coco -
—

S I1°P° 4ocoo
—“o°° oc-oo
Il Il
Ll o
o] o]
o —

o] o]

34.30

34.31
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34.32

34.33
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[
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coo -
co—H o
[
Socow °P°97° o400
corHo °27°9° _Locoo
e—
crHoo T[22 Il
I
—“ococo 0001_.
I co™ @
—_ — P°CPao
SCo-HO ©9OoOoo |
—
o Too
coo [coo |
oo
“ooo oo TS
oo O @ —m ) —
—_— 00.10 000_
[
co-H o
coco T CCao
coo -
— i
oo | 90c <9 |°°
c-Hoo ©~=°2° e
I I I
— o~ o
o] S ]
i o o
S S S

E as exigéncias de 10 a 13 estdo cumpridas:

Fagamos as operagdes de 16 a 19:

~ ©
& &
< <
) )
© oo 01_LOO
4000 —“oo©o
0001_. oo
—
°co_ o o°7o
Il Il
Sow o ﬂOOO
coo —
o oo
—“ oo o
- o
oo
oo o
L —
= coe7
_000
[—
Sow o
o woo
coco —
- o
e e —“ oo o
—
°coo S oo
Il Il
— <+
o] ]
Al —
] o]

34.39
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_000 00.10
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34.42
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0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 O
aas+asas =l o 29 ol+f0 T 00 |=fo 00 0 34.45
-1 0 0 O 1 0 0 0 0 0 0 O
00 0 —-13r0 0 0 -1 1 0 0O
10 0 1 O 0 0 1 O0_f0o 1 0 O
“h%=1o 1 o0 oflo 1 o o fo 0o 1 0 34.46
-1 0 0 0dl-1 0 0 O 0 0 0 1
E as exigéncias de 16 a 19 estdo cumpridas:
Portanto aplicando as exigéncias 7 e 8 no produto resulta 4x5 = 3:
E2_ 2 2 2.2 _ (E _ E_ 34.47
2 = px + Py + pz + mpc” = C—alpx+(x2py+a3pz+(x4moc X C_alpx+a2py+a3pz+a4moc .
Na forma de matriz o produto de 4x5 é igual a:
00 00 Q03 Q047 ] Px
EZ 00 00, 003 00y || Py
C—Z—[px Py Pz mg(C] Go @, aa  aal| p, 34.48
00 Qu0y 0403 00l |mye
Nesta temos:
o 000 00 003 004
oy _|apay 00, 00z 00y
o [ 0y a3 ] = Wl Aty Ul Oy 34.49
E aplicando 49 em 48 obtemos:
oq Px
2
E—2=[px Py P, mgyC] gz [ap oy a3z oy Py 34.50
C 3 z
0y mqC
Desmembrando obtemos 4 ou o0 que € o mesmo 5:
(Xl-
%I[px Py Pz mgC] g; = 1Py + Py + 03P, + aamye 34.51
(X4__
Px ]
§=[a1 0y Q3 Oy gz = o px + 0Py + Azp, + My 34.52
myC|
Isolando a energia em 52 obtemos:
E = a;cpy + aycpy + azcp, + agmgyc? 34.53
Apliquemos as matrizes a;, em 53:
0100 0 —-i 00 1 0 00 00
E=alcpx+(x2cpy+a3cpz+(x4cmocz=|(1) 8 8 (1)ch+ iO 8 8 Oi cpy + 00 _01 10 g]cpz+ 8 01 }mocz34.54
0010 00 —i 0 00 0 -1 -1 0
01 0 O 0 -i 0 O 1 0 0 0 0 0 0 -1
_|11 0 0 O i 0 0 0 0 -1 00 0 0 1 O 2
E=lo o 0 1|»T|o o o i|®T|o o0 1 0o|PT|o 1 o0 o™ 34.55
0 01 0 0 0 —-i O 0 0 0 -1 -1 0 0 O
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Nesta devemos escrever tudo em forma de matriz:

2
E] [0 1 0 07fPx] [0 —i 0 07[P¥] 1 0 0 07fPz 00 0 -1 [mocz]
E=10006px+i000pr+0—1 0 0 sz+0010|moc|
E 0 0 0 1]fcpx 0 0 0 if|epy 0 0 1 0]|cpz 0 1 0 0 [[mgc?
E 0 0 1 odLepy 0 0 —i ol[cpy 00 o —ulepd -1 0 0 0], 2
Nesta substituindo os seguintes operadores quéanticos obtemos:
a ., 0 ., 0 ., 0
E—H—lﬁa pX——lfL& py —lflg pZ——lfla
)
i —ihcZ —ihc—> —ihc—
at ax y mc2'|
po| 0 L0 0)f o af (O =i 0 07f oot f1o0 0 071 . of 70 0 0—1[02
13| _11 0 o o[, [i o o o wl Jo =1 0 of|7™%| o o 1 o||mec?|
w2l o 0 0 1f{ipe [0 0 0 if{_ipe2fT [0 0 1 0| inc|T[0 1 0 0 [[mye?
|6at| 0010| ol oo —io “ Lo o 0—1| a1 0 oolmoch
[lfla l—iflC—J l—]hca—y |_—lflC—J
Multiplicando respectivamente cada nivel por ¥;, ¥,, ¥;, ¥, obtemos:
A
[ih 2] [—incZ2] [ircZ2] [—inc 2] ,
0¥, 0 1.0 O0|_, aw| [0 =i 00 |_mca&| 1 0 00 | iRz 00 0 -1 [moczll’l]
Moci_ 1 0 0 of|T" | [i 0 0 0 oy | [0 =1 0 0T |0 0 1 0|mc¥,
|ih%| 0001 |—inca& 0.0 0 i) _jpc% |0 0 1 0 |—ihc% 0100 mocz‘l’3|
X 0010 K 00 —i 0 dy 00 0 -1 el b1 0 0 oy oyl
ih—2 —ihc—* [_mc‘& —ihc—*
at ax ay 0z

Deste produto matricial resultam as seguintes equagdes de Dirac:

0¥ (0¥, 0¥, | 0¥
1h—1=—1hc(—2— 2+

2
— myc*Y,
at ax ay az) 0% T4

oy v, . 0¥, 0¥,

1
a ay 0z

0Ws L 0W; 0¥,

2
——1i — ] — myc°¥
F) ay az) o~ "1

Equagdes hiperbdlicas correspondentes as equacoes 60 a 63 de Dirac
No que segue estamos sempre tratando de particula livre E,, = zero.

Da equacéo da energia 30.9 obtemos:

Que desmembrada em duas equacbes resulta:
E —

==p+moce 9

)

E
o= —p + myce

Nestas aplicando p = a;px + a,py + a3p,

34.56

34.57

34.58

34.59

34.60

34.61

34.62

34.63

34.64

34.65

34.66

34.67

34.68

34.69

Observagao os coeficientes hiperbdlicos e? e e~ ja desmembram o termo m2c? em duas fragdes tornando

desnecessario o coeficiente a,.
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E -
== a;py + apPpy + agp, + moce™®
E_ )
7= T3Py — 0Py — A3p; + moce

O produto de ambas deve resulta em:

2
I;:—2=p2—i-m§c2=p,2(+p32,—i-p§+m(2)c2

Fagamos o produto de 70x71:

EZ

oz = —01 0y PxPx — 00 PxPy — 030 PxP; + mocewalpx — 01 A PxPy —
0,0 PyPy — Az30Py P, + moce%(zpy — Q1 03PxPz — A A3Py Pz —
Q303p,P; + moce®a3pz - moce_walpx - moce_aazpy -

myce®asp, + myce®myce®.

Desmembrando o produto 73 em duas equagdes X e Y obtemos 74 e 75:

X = —0 0 pxPx — A20,PyPy — 0303P,P; — (az0y + alaz)pxpy -
(az0y + aya3)pgp, — (az0; + Ay 03)pyp,.

O restante Y do produto 73 é:
Y= moc(eq) - e_q))(oclpX + aypy + (x3pz) + mocewmgce_e’.
De 33.11 obtemos:

eP—e? _¢p

sh = - 2p =myc(e® —e™?)

2 T mgc?
Nesta aplicando 69 obtemos:
moc(eq) - e—@) =2p= Z(alpx + a;py + 0(3pz)

Aplicando 77 em 75 obtemos:

Y= 2(0(1pX + appy + a3pz)(a1px + appy + a3pz) + mgcewmgce_w.
Fazendo o produto obtemos:
Y= 2(0(1]’.))( + azpy + O(3pz)(a1px + azpy + 0(3]’,)2) + mOCemeCG_Q =

2 04103 PxPy + APy Py + A303P,P, + (azoy + alaz)pxpy +

+ myce®mgyce®.
(az04 + aya3)pgp, + (az0;, + az03)pyp, 0 0

Y = 20404 pxPx + 20,0,pyPy + 20303pP,P, + 2(0, 04 + a1 0;)pypy +
2(a304 + 0303)pyp, + 2(a30, + 003)pyp, + moce®’myce™®.

Somando 80 e 74 obtemos

E2
=3 =X+Y = 01 03 PxPx — A0, PyPy — A3A3P,Pz — (0(20(1 + “10(2)pxpy - ((X3(X1 + 0(10(3)13)(]32 - ((X3(XZ + a2a3)pypz + Zalalpxpx +

20,0, Py Py + 20303 P,P, + 2(0 01 + 0y ) PxPy + 2 (0304 + ay a3)Pgp, + 2(a3a; + 0, 05)pyp, + m,ce®m,ce™®

Simplificando obtemos:

E2

= = %10 PxPx + a0, py Py + A303P,P, + (azoy + alaz)pxpy + (o304 + ay03)pyp; + (aza; + O(2013)pypz +

myce®myce=?
Para que 82 seja igual a 72 devera cumprir as seguinte exigéncias:

i=k-al=at=1
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34.70

34.71

34.72

34.73

34.74

34.75

34.76

34.77

34.78

34.79

34.80

34.81

34.82

34.83



i # k- aa, + a,a; = zero

Para atender as exigéncias de 83 e 84 devemos ter:
a0y + a0, = zero

az0; + a 03 = zero

a30, + Q03 = zero

00 = a0, = 0303 =1

Com isso resulta 82 igual a 72:

2
L —p +mc —pX+py+pZ+mc

As denominadas matrizes de Pauli o, sdo:

a=[] o
w=[i 3
“3=[(1) _01]

Facamos as operagdes de 85 a 88:

A PR | O Y P
e =] [?‘1[0_1
e P o ) B P
O e | i
wos=[ olly S1=F 1
wa+an =[5 o]+ [} T1=[) o
wa =[5 O[] ][° o
wo=[3 o A= o

—i 0 i]_10 O
0+10_[00

alalz[o 1[0 1}2[1 0

R [

0
0(30(2 + 0(20(3 = [ 1

05 = [(1) _1] [0 _1] - [(1) (1)

Portanto as exigéncias 83 e 84 estdo atendidas e temos:
E o p?+mic? = p2 +p2 + p? + m2c? = {E = aypy + appy + asp, + moce®}x £ = —a;py — aypy — agp, + moce?
= =D 0C° = px + Py + p; +Mgc® =17 = ayPy + Py + A3p, + Moce™" X 1= = —0y Py — APy — AzP; + Mgce
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34.84

34.85

34.86

34.87

34.88

34.89

34.90

34.91

34.92

34.93

34.94

34.95

34.96

34.97

34.98

34.99

34.100

34.101

34.102

34.103

34.104

34.105



Isolando a energia em 105 obtemos:
E = aycpy + aycpy + azcp, + moc?e™

E = —0ycpy — apcpy — azcp, + myc?e?

Apliquemos as matrizes a; e a matrizl em 106 e 107:

o_[0 1

E = a;cpx + apcpy + azcp, + mocle™® = 1 0] cpx + [? :)1] cpy + [é _01] cp, + [é (1)] mgycZe?

E = —aycpy — azcpy — azcp, — moc?e® =

e[y olon[; :;]cpy+[g e+ [} 7] mycte
e==[ glene=[0 Qe =[5 Ofen+[p Smocte

Nestas devemos escrever tudo em forma de matriz:
_ 2,0
A R e e P 5 R R
> 2,0
1 T e N[ O

Nesta substituindo os seguintes operadores quéanticos obtemos:

) ., 0 ., 9 "y
E=H=lﬁa pX=—lfl5 py=_lhﬁ_y pZ=—lfla
%] 0 nf-tes] 0 —fRen] nooq[Fired] 1 o [mocze?

” =[1 o] o +[_ 0] y +[0 1] z +[0 0 [ oc? _@]
ih— —ihc— 1 —ihc— — U =iAc— myc“e
| ot ax ady 0z

. 8 T . 8
ot :_[0 1] —the _[0 —i] ihe3y _[1 ] —lneo” +[1 0 [mocze“’]
in 10l —ipe| M0 —ihcaiy 0 —U—inc—| 10 10 [moc”e?

Destes produtos matriciais resultam as seguintes equacodes hiperbdlicas:

ih%=—'h (%—'%+a:1)+m cZe Yy,
h%z—hc(%+i% alpz)+m0c e 'y,
ih%= —ihc (—%ﬁ-i% 6:3)+m0c e®y,

% = —ihc (_aa&_ 1%+%) + myc?e®¥,
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1 0 cpy — [0 _i] cpy — [(1) _01] cp, + [(1) 2] mqc2e?

0w, 0¥y ., 0¥
Tor | _ ] + [0 i~ + [1 01| + [1 0 [moc?e W,
inZzl 0l a2zl b 00 a2l L0~ jpc 22 010 1 [moc?eY,
at | 0x ady 0z
[., 0W3] L 0¥ RTINS L. 0¥
ih= __0 1] —ihe— = _[0 Y _[1 0 1|7irc, +[1 0] moc2e®W,
ih—= alm Paf Li 0 —ihc% 0 —1H_inc 0:;4 0 moc?el ¥,

|

34.106

34.107

34.108

34.109

34.110

34.111

34.112

34.113

34.114

34.115

34.116

34117

34.118

34.119

34.120

34.121

34.122



§ 35 A Geometria das Transformacgdes de Hendrik Lorentz
Consideremos duas fungdes f(@) = n e g(@) = u inversamente proporcionais na forma:
f(9).g(@) =n.p=1 35.1
Que aplicadas na hipérbole unitaria x? — y? = 1 resulta:
X2—y?=x+y)x-y)=nupu=1 35.2

Desmembrando 2 podemos definir o cosseno hiperbdlico x = ch® e o seno hiperbdlico y = sh@ na seguinte
forma:

x+y=n—>x=ch(2)=3(n+p)—>A
2 35.3
Xx—y=p->y=shd=-(M—-pw->B

Onde somamos A+B para obter o ch® e subtraimos A-B para obter o sh@.

As fungdes cosseno hiperbolico x =ch® e seno hiperbdlico y =sh®sdo as fundamentais funcdes
hiperbdlicas.

Aplicando x = ch® e y = sh@ na hipérbole unitaria x2 — y? = 1 obtemos as fungdes inversas:

2 2 2 2 1 2 1 2

x* —y* = ch*@ — sh ®=[E(n+u)] —[E(n—u)] 35.4
2 _ o2 — oh20 _ oh2 — 12,1 12 12,1 _1.2

x4 —y* =ch?*@ — sh (2)—47] +42nu+4u l +42nu M
xz—yz=ch2(2)—sh2(2)=i2nu+i2nu=n.u=1

x*—y?=ch?@—sh?p=n.p=1 35.5

Da soma do ch® e sh@ resulta n e da subtragcdo do ch® e sh@ resulta u:

ch@ +sh ==+ 1) +> (0 — W) 35.6
1 1 1 1

ch@ +sh@ =-n+_p+-n—-pu=n

ch® + shp =1 35.7

chg —shp =~ + 1) —> (M — W)
1 1 1 1

ch@ —sh@ =-n+_p—-n+-pu=un

ch® —shg =p 35.8

Entdo para que duas fungbes sejam hiperbdlicas é somente necessario que sejam inversamente
proporcionais na forma f(@).g(@) =n.u=1

Podemos construir com a hipérbole unitaria x> — y? = 1 um tridngulo retangulo descrito da seguinte forma:
x2—y?2=1-x2=y?+12=h% =a% + b 35.9

Neste triangulo temos a hipotenusa h igual a x, o cateto “a” igual a y e o cateto b igual a 1.

Com 3 e 9 obtemos:
h=x=ch®=>1n+p a=y=shg==-(n-w b=1 35.10

h+a=ch® +shp=n

=
|

<5}
I

ch® —shp =p 35.11
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Podemos definir as seguintes fungdes trigonométricas neste triangulo:

cosa

a = h.cosa =
sena sena

a = h.cosa b=h.sena =1->h=

h? = a2 + b2 - h? = (h.cosa)? + (h.sena)? — sen?a + cos?a = 1

De 10 e 12 obtemos as relagdes entre as fungdes hiperbdlicas e as fungdes trigonométricas:

h = chg = — a=shp =2

sena sena

Com 11 e 14 obtemos:

1 cosa 1+cosa sena 1

]’]:h+a: + = ]’]:—
sena sena sena 1-cosa u

1 cosa 1-cosa sena 1

u:h—a: —_— = = n==
sena sena sena 1+cosa n

2 _ (1tcosa sena _ 1l4cosa _ 1+cos _ 1
n? = ~cos) = Tocosa ~ " = | Tocosa nn=
sena 1—cosa 1-cosa 1-cosa
2 _ (1=cosa sena _ 1-cosa _ 1-cos _ 1
pe = = Sp= [ np=
sena 1+cosa 1+cosa 1+cos

Da trigonometria temos:

t8(5) = Jireoms

Esta aplicada em 17 e 18 resulta:

n= tg(g) 1-cos ne=1
[04 1-cos

h=1g (E) - \/ 1+cosa np=1

No §17 definimos os fatores de proporgao n e pu como:

{x—ct =n(x—ct)A_)17.04 S

X' +ct' =pux+ct) B

As equacgdes 22 e suas inversas sao:

x—ct=ux' —ct’) C {X’ —ct'=nx—ct) A _
{x+ct=n(x’ +ct’) D X' +ct'=px+ct) B 17.04 nn=1
Aplicando 20 e 21 em 23 obtemos:

x—ct—tg()(x ct’) C X’—ct’=@(x—c‘c) A

X+Ct=@(x+“> D ¥+t =tg(%)x+ct) B

[ x—ct x'+ct’
g (E) T X —ct! tg( ) x+ct
o x—ct o x +ct!
tg (E) T Xt tg (E) T x+ct

o x—ct _ x'+ct/
tg ; T -

x'—ct! x+ct

Em 27 temos a descri¢édo de dois triangulos retdngulos com os mesmos angulos.
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35.12

35.13

35.14

35.15

35.16

35.17

35.18

35.19

35.20

35.21

35.22

35.23

35.24

35.25

35.26

35.27



No quadro seguinte de acordo com 23 temos a geometria que descreve 27.

A Geometria das Transformagdes de Hendrik Lorentz (GTHL)

Eixo Coordenada Coordenada Distancia entre Distancia entre
X 1Y X Y poqtos do poqtos do
Eixo X EixoY

Ponto Observador O Observador O’

0 zero zero X0 X1 [x—ct| X0 Y1 | x' —ct

1 Xx—ct=pu —ct) x' —ct' =nx—ct) X1 & X2 ct Y1l & Y2 ct’

2 X X’ X2 & X3 ct Y2 & Y3 ct’

3 x+ct=nE+ct) x4+ ct' = px +ct)

Os eixos X e Y sdo perpendiculares X LY.

O observador O esta sobre o eixo X e o Observador O’ esta sobre o eixo Y.
A reta que une X1 & Y1 faz angulo a/2 com o eixo Y.

A reta que une X3 « Y3 faz angulo a/2 com o eixo X.

Fazendo em 23 as somas (C+D) e (A+B) e as subtracdes (D-C) e (B-A) resulta as Transformacdes de H.
Lorentz de 28 na forma primaria sem qualquer consideragdo sobre a propaga¢édo de um raio de luz. Do
quadro GTHL o mesmo se obtém se para ambas as coordenadas fizermos a média da soma do ponto 1
com o ponto 3 e a média da subtragdo do ponto 3 menos o ponto 1.

{x—ctzu(x’—ct’) C {x’—ct’zn(x—ct) A

x+ct=nk+ct) D X 4ot =p(xtcy B 04 nu=1 3523

le[n(x’+ct’) +ux —ct)]»>x>ct-> AX =1[u(x+ct) +nx—c)] »x'>ct' > C
2 2 35.28

ct= %[n(x’ +ct') —pu' —ct)] > ct<x-> Bect’ =%[u(x+ ct)—nmx—ct)] >ct' <x' > D

Nas Transformagdes de Lorentz de 28 para ambos os observadores o €SPACO ¢ maior que o tempo.
Consequentemente o espago propaga em uma velocidade que é maior que a velocidade de propagagéo do

tempo que propaga na velocidade da luz.

Continuagao

No §17.07 obtivemos os fatores de proporgéo n e u descritos da seguinte forma:
1+7 1-2

n=-—= W= np=1
/1—— /1+—

Considerando ct = zero e ct’ > zero e sendo as variaveis 1 = n(v) e p = u(v) fungdes da velocidade, assim
em 29 quando v = zero teremos 1 = p = 1 e quando zero < v < c entdo temosn > 1 > p. 35.30

17.07 35.29

Com 17.02 e 17.03 podemos escrever:
ab=cd = (x+ct)(x—ct) = (x' + ct')(x’ — ct’) = x2 — c2t? = x'* — c2t'? 35.31

Onde esta denominado:

a=x+ct c=x"+ct
{b =x—ct {d =x —ct' 35.32
a2 —b% = (x+ ct)? — (x — ct)? = 4xct c2—d?=(x+ct')? - (x' —ct')? = 4x'ct 35.33

As inversas de 32 sao:

x=2(a+b)>a+b=2x X' =_(c+d)>c+d=2x

i i 35.34
ctzz(a—b)—>a—b=2ct Ct'=5(C—d)—>C—d=2Ct’
De 34 obtemos:

1 1 1, 5 2 poar 1 1 1.2 2
xct=-(a+b)-(a—b) =, (a®~b? x'et! =S (c+d)(c—d) =, (c?—d?) 35.35
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E temos 35 igual a 33.

Aplicando 34 em 31 obtemos:
2 2
ab=(x+c)x—ct) =x* = = [f(a+b)| —[>@@-b)] =ab

cd= (X +ct)(x —ct) =x"> —c2t'? = E (c+ d)]2 - E (c— d)]2 =cd

Aplicando 32 em 23 e escrevendo na ordem do alfabeto obtemos as fundamentais proporgoes:

(o = o (= =1

Com as propriedades seguintes:
ab=cd ad = n?bc bc = p?ad ac = ca bd = db

De 32 e 38 obtemos:

_a_d_ xtc _x-cv _c_b _x'+etr _ x-c
T]_c_b_x’+ct_x—ct lJ'_a_d_x+ct_x’—ctl

_1_>3 9_1_)(x+ct> (x—ct)_1
K= c'd x'+ctr) \x'—ctr)
Aplicando de 30 v = zero —» 1 = 1 em 39 resulta:

—n? a_2b_q2b_ja_b -
ad =n bc—>c—n d—l d—>c—d—>ad—bc

a b P . ~
Com ad = bc —» =3 construimos as seguintes proporgdes:
a a+b
ad=bc—>ad+ac=bc+ac—>a(c+d)=c(a+b)—>;=m—>A

ad=bc—>ad—bd=bc—bd—>d(a—b)=b(c—d)—>§=§—>3

~ a b a+b a-b
De 43 obtemos as proporgdes ad = bc So=S= o=
a a+b
-=—->ac+ad=ac+bc—2ad=bc->n=1
c c+d
-b
%=:_—d—>ac—ad=ac—bc—>ad=bc—>n=1

E:%—)ad+bd=bc+bd—>ad=bC—’n=1

o

d

b a—
c—

—-bc—bd=ad—-bd—=ad=bc->n=1

o

ﬂ—%a(a+b)(c—d)=(c+d)(a—b)—>ad=bc—>n=1

c+d  c—
Fazendo n =§em 39 onde ad = n%bc —>%.% =n.nparazero<v<cen>1>u

d 1 c

r]>1—>r]= —)%,%:n,n—)n:%:Eeabzcdeuzazgzg—rﬂ>1

ol

Com a proporgédo n = % = % — ab = cd e 43 obtemos paran > 1:

n=2==o 0, @ib)a—b) = (c+d)(c—d) > a’ —b? =c? - &
_c_b_c+d_a—b _ 2 2 _ 2 2
u—;—a—m—;—%a+b)(a—b)—(c+d)(c—d)—>a —b*=c*—-d
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35.50

35.51

35.52



np= (L") . (ﬁ) =1 35.53

c+d

Em 51 e 52 s6 tem utilidade para zero < v < ¢ 0 que resultar na propor¢gado ab = cd 0 que € mais bem
descrito como:

n=2=3,p=2b_=d
{ c b crd b —»ab=cd- (@+b)(@a—b) =(c+d)(c—d) 35.54
pP=-==>u=—=—= - B

a d a+b c—d

Paran > 1 em 54 s6 temos as proporgdes fundamentais de 38 e as proporgdes:

{a+b=n(c+d)—>A {c+d=u(a+b)—>c 3555
a—b=u(c—d)—>B c—d=nl@a—-b)-D ’
De 55 obtemos:
(@a+b)@a=b) =n(c+du(c—d) » a2 —b%? =% —d? 35.56
(c+d)(c—d)=pla+b)n(@a—>b) »c? —d? =a%? —b? 35.57
Somando e subtraindo 55 obtemos a transformacao alfa:
a=—[n(c+d) +pc—d]- A =>[u@@+b) +n@@a-b)] - ¢

2 35.58

1
=-I(c+d)—pc—d)] - B d—%[u(a+b)—n(a—b)]—>D

Aplicando 58 em a? — b? obtemos:
1 1
a® =b* = Mlc+d) +ulc—dF —zMmlc+d) —ple-dP
1 1
a’?—b? = 7 [n?(c+ d)? + 2n(c + d)u(c — d) + p?(c — d)*] - Z [n?(c + d)* = 2n(c + d)p(c — d) + p?(c — d)?]

a? — b? =%[2(c+d)(c—d)]+%[2(c+d)(c—d)] =(c+d)(c—d)=c?—-d?
a?—b?=(c+d)(c—d)=c?-d? 35.59

Aplicando 58 em c? — d? obtemos:

¢t~ d? = Zu(a +b) +n(a~ I 3 [u@-+b) ~n(a— I

-Mr—\

1
[u*(a +b)? + 2u(a + b)n(a —b) +n*(a—b) ]—Z[uz(a+b)2 —2p(a+b)n(a—b) +n*(a—b)?]

-Mr—*

1 1

c? — d? =Z[2(a+b)(a—b)] +Z[2(a+b)(a—b)] =(a+b)(a—b) =a%?—-b?
c2—d?=(a+b)(@a—b) =a?-b? 35.60
Aoli ; 1, 5 124 |1 2 . n 2 )

plicando 34 na igualdade - (a* + b*) = [5 (a+ b)] + [5 (a- b)] obtemos:
1.2 2 1 2 2 242
c@+b)=[@+b)| +[; (a—b)] +[ct]? = x2 + c2t 35.61

. ; 1, 5 424 1 2 n 2 .

Aplicando 34 na igualdade E(C +d?%) = [5 (c+ d)] + [5 (c— d)] obtemos:
—(c +d?) = [ (c+ d)] + [ (c— d)] = [x1? + [ct']? = x'? + 2t 35.62
Em 61 e 62 temos a média quadratica onde x e x’ s&o os raios, portanto novamente temos o €SPaC0O

maior que o tempo, ou seja, x > cte x’ > ct'.
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“Embora ninguém possa voltar atras e fazer um novo comecgo,
qualquer um pode comegar agora e fazer um novo fim”
(Chico Xavier)
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